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1. Espacios Topoloégicos

Definicién 1.1. Un espacio topoldgico es una par (X,7), donde X # () es un
conjunto y 7 C P(X) es una familia de subconjuntos de X. Esta familia 7 tiene
las siguientes propiedades:

(A1) 0,XeT.

(A2) Si{U}ier C T, entonces 'UIUi € 7 (unién arbitrarial).
e

(A3) SiU;,U; €T, entonces Uy NU; €T.
A la familia T se le llama topologia en el conjunto X. A los elementos de T se les
llama abiertos en el espacio topoldgico (X, T).

O

k
Observacion. De (A3) podemos concretar que si Uy, ..., Uy € T, entonces [ U; €
i=1
T, es decir, que la interseccién finita de abiertos es abierto (se prueba con una

induccién trivial).

o0
En general, si {U;}3°, € T, entonces () U; no tiene por qué ser abierto.
i=1

Ejemplo.
e) Topologia trivial: Sea X # 0, 7, = {0, X} = (X, T;) es un e.t?.
e) Topologia discreta: Sea X # 0, Tgise = Tp = P(X) = (X, Tp) es un e.t.

e) Topologia del punto incluido: Sea X # (), 25 € X,
Too = {0} U{U C X :20 €U} = (X, Ty,) es un e.t.

¢) Topologia cofinita: (o topologfa de los complementos finitos) Sea X # (),

Ter = {0} U{U C X : X \ U es finito} = (X, Tcr) es un e.t. (por las leyes
de Morgan)

X\ (U Ui> = ﬂ(X \ U;)(interseccién de finitos es finito)
iel iel
X\ (UiNUy) = (X \Up)U (X \ Uy)(union de finitos es finito)

IPuede ser finita o infinita, numerable o no numerable
2A partir de ahora notaremos asi a un espacio topolégico
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Topologia I 1. Espacios Topologicos

¢) Topologia conumerable: (o topologia de los complementos numerables) Sea
X #0,Ten ={0}U{U C X : X\ U es numerable} = (X, Toy) es un e.t.

o) R, 7T={0,R,QR\Q},= (R, T) es un e.t.

¢) Topologia de Sierpinski: X = {a,b}, T = {0,{a}, X} = (X,T) es un e.t.
(es un caso particular del punto incluido, 7).

e) Topologia de Sorgenfrey: X = R, 75, U € Tg <= Ve € U J >
0 tal que [z,x +¢) C U.

0

Observacion. En X = {x} solo existe una topologia, T = {0, {x}} (todas las topo-
logfas son la misma).

Ejercicio 1. Determinar todas las topologias en un conjunto con 2 elementos.
Consideramos X = {a,b}. Las topologias posibles son:

o) Trivial: 7, = {0, X'}

e) Discreta: Tgisc = P(X)

) Punto incluido (a): 7, = {0, {a}, X}

) Punto incluido (b): T, = {0, {b}, X'}

Cualquier otra topologia que se pueda construir sobre este conjunto coicidird con
alguna de las anteriores.

Ejercicio 2. Sea (X, T) e.t. Demostrar que T = Ty < {2} €T Vz e X.
=) Si T = Taise, como {z} € P(X) Vr € X, se tiene que {z} € Tgise = T

<) Tenemos {z} € T Vz € X. Consideramos U € P(X) un subconjunto cual-
quiera de X. Podemos expresar U = |J{z;}, donde {z;} € X Vi € I. Por la
i€l
propiedad (A2) tenemos U € 7. Como U era un subconjunto arbitrario de
X, tenemos T = Tyise.



Topologia I 1. Espacios Topologicos

1.1. Topologia métrica. La topologia usual de R”

Definicién 1.2. Un espacio métrico es un par (X, d) donde X # () es un conjunto
y d: X x X — R es una aplicacién que verifica:

(D1) d(z,y) 20 Vz,y € X. Ademas, d(z,y) =0 <= z =y.
(D2) (simetria) d(z,y) = d(y, z) Vz,y, € X.
(D3) (desigualdad triangular) d(z, z) < d(z,y) + d(y,z) Vx,y,z € X
A la aplicacién d la llamaremos distancia.
U

Ejercicio 1.1.1. Demostrar que a partir de las propiedades (D2), (D3) y la segun-
da parte de (D1) se puede deducir la primera parte de (D1), y como consecuencia
se tiene d : X x X — [0, 00).

Para cualesquiera x,y € X, tenemos:

(D1)(2) (D3) (D2)
= d(zr,r) < d(z,y)+dy,») = d(z,y)+dz,y)=2d(z,y)

De donde podemos deducir

dlz,y) 20=d: X x X — [0,00)

U
Definicién 1.3. Sea (X,d) un em.? x € X, r > 0, se definen:
e) La bola (abierta) de centro x y radio r como
B(z,r)={y € X :d(z,y) <r} C X
¢) La bola cerrada de centro x y radio r como
B(x,r)={y€ X :d(z,y) <r} C X
e) La esfera de centro z y radio r como
Sx,r)={ye X :d(z,y)=r}C X
U

Propiedades. De las definiciones anteriores se deducen las siguientes propiedades:
¢) B(x,r) = B(x,r)US(z,7)
o) S(a,r) = B(x,r)\ B(z,7)

3A partir de ahora notaremos asi a un espacio métrico
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Topologia I

1. Espacios Topologicos
o) Sis <7, entonces B(z,s) C B(x,r)

Ejemplo. (Espacio euclideo R™") En R™ consideramos la distancia usual

d(z,y) =z —y| =

Al espacio métrico (R", d) lo denominaremos Espacio Euclideo

o) Sin=1,dxy) = |zr—yl,

e) En n = 2 tenemos

7/
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y \
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B(xz,r) = disco

= disco cerrado

= circunferencia
e) En n = 3 tenemos
/, Ss
d
Vs \
7 \
r ee e ~ \
;- /4{0
17 N1
{ 1
e €T ]
\ S e - - - 1
v\ T Tm==mT U
\ /7
\ 7’
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~ /’
B(z,r) = bola

= bola cerrada = esfera

Ejemplo. En un conjunto X # (), se define la distancia discreta como

0 si =y
ddisc(zay):{ 1 si x#y



Topologia I 1. Espacios Topologicos

Con la distancia as{ definida tenemos:

X sir>1
B(a:,r)—{ {z} s r<1

— X sir>1
B(x,r)—{ {z} si r<1

X\ {z} si r=1
S(x,r)—{ 0 si r#£1

Ejemplo.

) Sid es una distancia en X y A > 0, entonces A -d : X x X — [0,00) también

es una distancia y Byy(z,7) = By (x, g)

o) Sean d y d distancias en X y d < d, entonces By(z,7) D Bj(xz,r) Vr e RY, z €
X.

O
Definicién 1.4. (X,d) e.m. Un subconjunto U C X se dice abierto métrico si
U=0osiVeeU, 3Ir>0tal que B(z,r) CU.

([l

Proposicién 1.1. Si (X, d) es un espacio métrico, entonces
Ti={U C X : U es un abierto métrico en (X, d)} C P(X)
es una topologia en X que llamamos la topologia métrica en (X, d).

Demostracion. Veamos que 7Ty asi definida verifica las propiedades de una topologia:

(A1) 0, X € 7T, trivialmente (ya que X C X).

(A2) Sea {U,;}ier C Ta. Tendremos que ver si se verifica que |J U; € Ty. Para ello
i€l
estudiemos los dos casos posibles:
i€l i€l
Si |J U; # 0, entonces podemos considerar x € |JU; = Fi €1 :x € U; €
iel i€l
To=3Ir>0:Bx,r)cU;cJU;=UUU eT.
iel i€l
(A3) Sean Uy, U, € Tg. ;Se verifica que Uy N Uy € T;? De nuevo veamos los casos
posibles:

Si Uy NU, = (), entonces se verifica trivialmente.

Si Uy NUy # (), entonces podemos considerar z € Uy N Uy = Jry,ry > 0 :
B(z,r1) C Uy y B(z,1m3) C Uy = B(x,min{ry,rs}) C U N Us, es decir existe
una bola abierta en la interseccién que contiene al punto luego Uy N U € Ty.

9



Topologia I 1. Espacios Topologicos

O

Definicién 1.5. Se llama topologia usual de R"”, 7,, a la topologia métrica en
R™ con la distancia usual, es decir, U C R™ es abierto en (R",7,) si U = 0 o si
VeeU 3Ir>0:B(z,r) CU.

]
Proposicién 1.2. (X, d) e.m. Se cumplen:
(i) Las bolas abiertas en (X, d) son abiertos.

(ii) Todo abierto no vacio en (X, d) se puede escribir como unién de bolas abiertas
y como unién de bolas cerradas.

Demostracion.

(i) Seax € X, r >0, ;B(z,r) € T3?

Seay € B(x,r) = d(z,y) <r= 3¢ >0:d(z,y)+c <r= Bly,e) C B(z,r).
Para ver esta tltima implicacién tenemos que si tomamos un z € B(y, ) =
d(z,z) < d(z,y) +d(y,z) < d(x,y) +e <r=z¢€ B(x,r).

(ii) Sea U € Ty = Vo € U Ir, > 0 tal que B(z,r,) CU = U = |J B(z,r,) =

o zelU
U B (a:, %”)
zelU
]
Corolario 1.2.1. En (X, d) tenemos
Ta={0} U{U C X : U es unién de bolas abiertas}
]

Ejemplo.

o) Sea (X,d) un e.m. En general, no todo abierto es una bola. Por ejemplo la
unioén de bolas no concéntricas.

¢) No todo conjunto en (R",7,) es abierto. Por ejemplo {x} C R" no es abierto.

e) En (R, 7,) los unicos intervalos abiertos (topolégicamente) son los intervalos
abiertos, es decir, los del tipo R = (—o00,+o0), (a,b) con a < b, (—o0,a) y
(b, +00).

10



Topologia I 1. Espacios Topologicos

e) En (X,d), en general la interseccién infinita de abiertos no es abierto. Por

ejemplo, ) (_71, %) = {0} que no es abierto.

neN

o) X #0, Ta,.. = Taisc (la topologia asociada a la distancia discreta es la topo-
logia discreta).

0

Definicién 1.6. Sean X # () y d;,d, distancias en X. Decimos que d; y do son
equivalentes si existen a,b > 0 tal que

a-dy(z,y) <dgy(z,y) <b-di(z,y) Ve,yeX
0

Proposiciéon 1.3. Si dy,d, son distancias en X # () y existe a > 0 tal que a -
di(z,y) < da(x,y) Va,y € X, entonces Ty, C Tg,. En particular, si d; y dy son
equivalentes, entonces Ty, = T4, .

Demostracion. Sea U € Ty, U # 0, ;U € Tg,?
Seax €U € Ty = 3Ir >0: By(x,r) CU. Como a-dy < dy = By,(x,a-1) C
Bg, (z,7). Para verlo, tomamos y € By, (x,a 1) = da(z,y) < a-r = a-di(z,y) <
r =y € By, (x,r). Por tanto, By, (z,7) CU = U € Ty, = Ty, C Ta,.

([l

Definicién 1.7. Un e.t. (X, 7T) se dice metrizable si existe una distancia d en X
tal que T = Tj.

(Il
Ejemplo.
e) (R",7,) es metrizable.
o) (X, Taisc) es metrizable.
g

Ejercicio 1.1.2. Si (X,7) es un e.t. metrizable, entonces cumple la condicién de
Hausdorft:

Ve,ye X,z #y, U, VeTtalquezel yeVyUnNnV =>0

Por ser metrizable, sabemos que T = T; donde d : X — [0, 00) es una distancia. Por
tanto, para cada x,y € X con x # y tengo d(z,y) > 0. Puedo considerar entonces

d
. (332, y) Tengo entonces U = B(xz,r)y V = B(y,r). Esclaroquex e Uy y € V.

Veamos que U y V son disjuntos. Tengo UNV = {z € X :d(z,z) < r,d(z,y) <r}.
Supongamos que este conjunto no es vacio, en cuyo caso tendria que 4z € X tal que
d(z,z) <ryd(z,y) <r. Portanto, d(z,x)+d(z,y) < 2r = d(x,y) lo cual incumple
la desigualdad triangular. Llegamos a contradiccién y por tanto U NV = ().

11



Topologia I 1. Espacios Topologicos

O
Ejemplo.

e) (X, T;) no es metrizable si #X > 2 (cardinal del conjunto) ya que no verifica
la condicién de Hausdorff.

e) (X,7,,) no es metrizable por la misma razén (ya que la interseccién de cua-
lesquiera dos abiertos va a contener a z).

e) (X, 7cr) no es metrizable si X es infinito (aplicar las leyes de morgan para la
interseccion).

e) (X, 7cn) no es metrizable si X no es numerable.
o) (R, {0,R,Q,R\Q}).

e) La topologia de Sierpinski tampoco es metrizable (ya que el tinico abierto que
contiene a b es el total).

¢) La topologia de Sorgenfrey (R, 7g) cumple la propiedad de Hausdorft.

1.2. Comparacion de Topologias

Definicién 1.8. Sean X # () un conjunto y 7y, T2 dos topologias en X. Diremos
que T3 es mas fina que 7; o que 7; es menos fina que 73 si 71 C 75 y lo notamos

como 7; < 7.
]

Ejemplo.
o) X #0, Ter < Ton.
e) Si (X,7T) es un e.t cualquiera, entonces Ty < T < Taise
o) Si Ty < Tay T2 < T, entonces T; = T, (por doble inclusién).

e) En general si tenemos dos topologias en X, no siempre son comparables. Por
ejemplo la topologia del punto incluido en dos puntos distintos:

0,1eR (R, 7),(R,T7)

Veamos que Ty £ 71, ya que {0} ¢ 71, y por el mismo motivo (pero con el 1)
tenemos Ty £ .

Otro ejemplo serfa (R, 7,), (R, T,) va que {xo} € Tuy, {xo} ¢
Igualmente (zo+ 1,20 +2) € Ty (xo+ 1,20+ 2) € Toy = Tu £

.) En R? 7-u < %orgenfrey-
o) (X,d), (X,d),d<d ="Ty<Ts.

To = TootT,
Tz

12



Topologia I 1. Espacios Topologicos

1.3. Cerrados

Definicién 1.9. Sea (X,7) un e.t. Diremos que un conjunto F' C X es cerrado
en (X,7T)si X\ F € T. Denotamos por Cr a la familia de todos los cerrados en
(X, 7).

O
Propiedades.
(C1) 0,X ecCr.
(C2) Si{F,}ier CCr, entonces (| F; € Cr.

icl
(C3) Si Fy, Fy € Cr, entonces Fy U Fy € Cr

Por induccién, de (C3) tenemos que la unién finita de cerrados es cerrada.

Observacion.
) UeT <— X\U€eClCr,FeCr < X\FeT.

o) 71 < Ty < C7; C Cr,. Esto ademds implica que T = T, <= Cp = Cp;.
Esto nos dice que para conocer una topologia basta con conocer la familia de
sus cerrados.

e) En general, puede haber conjuntos que no sean ni abiertos ni cerrados. Por
ejemplo, en (R, 7,), tenemos que [0,1) ¢ (7, UCr,).

) En (X, T,,) tenemos que T, UCr, = P(X) y ademds T,,NCr, = {0, X}.

e) En general, la unién arbitraria de cerrados no es cerrado. Por ejemplo, (R, 7,),
tomamos |J [—1,3 — 1] = (0,3). Otro ejemplo serfa (R, 7¢r) considerando

neN
U {n} = N que no es cerrado.
neN
(|
Ejemplo.

e) Topologia trivial: T, = {0, X} = C1, = C; = {0, X }.
e) Topologia discreta: Tgise = P(X) = Cr,,.. = Caise = P(X).

e) Topologfa del punto incluido: xy € X, T,, = {0} U{U C X : 2y € U} =
Cr,, =Cop ={X}U{F C X 20 ¢ F}

) Topologia cofinita: Torp = {0} U{U C X : X \ U finito } = Cr., = Cor =
{X}U{F C X : F finito}

¢) En ocasiones no es facil describir C7. Por ejemplo en 7, 0 Tsorgen frey-

13



Topologia I 1. Espacios Topologicos

Ejemplo. En un espacio métrico (X, 7Ty), las bolas cerradas y las esferas son cerra-
dos.

Demostracion.

o) Seax € X, r > 0, {B(x,r) € Cq? Esto es equivalente a preguntarse ;X \

B(z,r) € T4?

Sea y € X \ B(x,r) = d(x,y > r). Entonces Je > 0 : 7 + ¢ < d(z,y) =
B(y,e) N B(z,r) =0 = B(y,e) C X \ B(z,r) € Tg = X \ B(z,r) € Cr

o) Sea x € X, r > 0,,5(x,r) € C47 Dado que X \ S(x,r) = B(x,r) U (X \

B(z,7)) € Tq (por ser unién de abiertos).
0

Ejercicio 1.3.1. En (R,7,) los tunicos intervalos cerrados son los de la forma
(—o0,al, [b,+00), R = (—00, +00) y [a,b] con a < b.

Sabemos que los tnicos abiertos en 7, son los intervalos de la forma R = (—o0, +00),
(a,b) con a < b, (—oo,a) y (b, +00).

Es claro que R € Cr,.

Tenemos que R\ (—o0, a] = (a, +00) € Ty, luego (—o0,a] € Cr,.

De la misma forma, R\ [b, +00) = (—00,b) € Ty, luego [b, +00) € Cr,

Finalmente R \ [a,b] = (—00,a) U (b,4+00) € T, por ser unién de abiertos luego
[a, b] € CE'

Dado que ya se han estudiado todos los complementarios de los intervalos abiertos

(los abiertos en la topologia) no habré mas tipos de intervalos cerrados (recordemos
UeT < X\UeCy)

Teorema 1.4. Sea X # () y C C P(X) cumpliendo
(C1) 0, X ecC.

(C2) Si{F;}ier CC, entonces () F; € C.

icl
(C3) Si Fy, Fy € C, entonces F; U Fy € C

Entonces existe una unica topologia 7 en X tal que C+ = C.

Demostracidn. La existencia queda probada definiendo 7 ={U Cc X : X \ U € C}.
La unicidad es inmediata ya que si C» =Cr =T =T'.
]

14



Topologia I 1. Espacios Topologicos

1.4. Bases de topologia

Definicién 1.10. Sea (X,7) un e.t. Una familia de abiertos B C 7 es una base
de la topologia T si VU € T H B, }ier C B tal que U = | B;.

il
A los elementos de B se les llama abiertos basicos.

0
Observacion.
e) Ni B ni la familia {B;};c; tienen que ser finitas o numerables
) La forma de escribir U = UI B; puede no ser unica.
i€
o) T es base de T (trivialmente).
o) Si BC B C T con B base de T, entonces BB’ es también base de T.
g

Proposicién 1.5. Sea (X,7) un e.t y B C T una familia de abiertos. Son equiva-
lentes:

(i) B es base de T.

i) VUeT, U#0 VeeU 3B € Btal que x € B C U (si tenemos un abierto
de la topologia podemos encontrar para cada punto suyo un abierto béasico
contenido en el abierto y que contiene al punto).

Demostracion.

(i)=(ii) SeaU € T,U #0.Seax € U =U = |JB; con B; € B= 3i €I tal que

icl
reB, =B, CU
(ii)=(i) SeaU € T.
SiU=0=U=UB=0
ic
-SiU#0=VereU IB,eBtalquexre B,cU=U= |J B,

zeU

Ejemplo.

e) Sea (X,7;) un e.m. La familia B = {B(x,r) : x € X,r > 0} de todas las bolas
abiertas es una base de 7.

e) En (R, 7,), B, = {(a,b) : a < b} es base de T, y se le llama base usual.

e) En (R,7.), B={(a,b):a,b€Q, a <b} es base de T, (por la densidad de Q
en R).

15



Topologia I 1. Espacios Topologicos

o) En (R",7,), B, = {B(z,r) : x € R",r > 0} es la base usual. (R",T,), B, =
{B(z,r) :x € R",r € Q,r > 0} también es base de T, (numerable).

o) En (X, T;), B={X} es base (la tinica que no contiene al vacio).

o) (X,74), B={{z}:2z€ X} CT esbase de Tys. Es la méds econémica ya que
si B’ es base, entonces B C B'.

Demostracion. Sea {x} € Tgs., como B’ es base podemos considerar = € {z}
y entonces 3B € B’ tal que x € B C {z} y entonces B ={z} C B'Vr € X =
BcpB O

o) (X,Tw), x0o € X #0, B={{z,z0} : z € X} es una base. Esta es la base mds
econdmica.

®) (R, Tsorgenfrey) (recordemos que U € Tg <= Vo € U, Je:[z,x+¢) C U).
B={[z,x+¢e):x€R,e>0}esbase. B ={[z,z+¢): 2 €Q,e €Q,e >0}
no lo es (ya que tomando un intervalo de la forma [z, z+¢) con x € QQ entonces
no existe ningin elemento de B’ que contenga a x y quede en medio).

0

Teorema 1.6. Sea (X, 7T ) un espacio topoldgico y B una base suya. Entonces:

(Bl) X=|J B

(B2) Si By,By € B, x € BN By, entonces 3B3 € B con x € B3 C By N By
Demostracion.
(B1) Trivial

(B2) Tenemos x € B; N By € T entonces, como B es base 3B; = B, € B con
xr e Bg C Bl N BQ.

]
Teorema 1.7. Sean X # () un conjunto y B C P(X) cumpliendo:

(Bl) X= | B

(B2) Si By, By € B, x € By N By, entonces 3B3 € B con © € By C B1 N By

Entonces existe una tinica topologia 7 (B) en X tal que B es base de T (B). Ademés,

T(B)={0}u{U C X : 3{B;}ies CBcon U = UBl} =

={0lu{U e X :VeeU IB=B,€eBconx e BC U}

Ademads, T (B) es la topologia menos fina que contiene a B, es decir, si (X,7T’) es
un e.t y B C 77, entonces T(B) < T'. A esta topologia se le llama la topologia
generada por B.
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Demostracion. Empezaremos por probar la existencia. Para ello tendremos que ver
que T (B) es una topologia, probando que verifica las propiedades de las topologias:

(A1) 0 € T(B) por la definicién de T (B). Por (B1), tenemos también que X €

T(B).
(A2) Sea {U;}ier CTB)yscax € YU, = 3Fi €l :x € U; € T(B) porlo que
iel
dB, e Btalquexz € B, CU; CU;., Ui = U Ui € T(B).

iel

(A3) Sean Uy, U, € T(B) (si la interseccién es vacia es trivial). Consideramos z €
UyNUy; = 3dB1,Bs € Beconx € By CU; yx € By C U, por tanto x € By N
By, c UyNUs,. Por (BZ), existe un Bs € B tal que x € Bs C BiNBy C U1NU,
por lo que U; N U, € T(B).

Con esto queda probado que es una topologia. Tendremos que ver ahora que B
es base de T (B). Para ello empiezo viendo que B C T. Por la segunda deficién de
T (B), esto es evidente. Como verifica las hipdtesis del Teorema 1.7, es base de T (B).

Veamos ahora la unicidad. Sea (X,7’) un e.t. con B base de T'. Tendré que ver
que 7' =T.Sea ) # U C X = U € T' < Ve € U 3IB € B con
reBCU <= Ue€T(B)yaque B es base de T".

Nos queda ver que es la menos fina conteniendo a B. Para ello, sea (X, 7’) un e.t.
tal que B C T’, entonces por (A2) tenemos que T (B) C 7', lo cual es equivalente
a decir que T (B) < T".

([

Ejemplo.

o) Si X ={a,b} y B={{a}} no es base de ninguna topologia en X (ya que no
cumple (B1)).

o) Si X ={a,b,c}y B={{a,b},{b,c}}. Esta base verifica (B1) pero no (B2)
(tomando = = b se ve facilmente).

e) Si X =Ry B ={a,b] : a <b}. Sitomamos dos intervalos [0,1] N [1,2], su
interseccién es {1} y por tanto no verifica (B2) (tomando x = 1).

o) Si X =Ry B=/{[a,b]: a<b} es base de una topologia, 7(B) en R. Ademas,
T(B) - 7:lisc-

O

Proposicién 1.8. Sean X # () y 71, 7T topologias en X con bases By y By respec-
tivamente. Equivalen:

(i) T < T
(11) VB, € Bl, x € Bl7 B, € Bg conxr € By C Bj.

Demostracion.

17



Topologia I 1. Espacios Topologicos

(i)=(ii) Sea B € By. Por (i), By C 71 C T3 y como By es base de T, aplicando la
definicion de base tengo que 3By € By con z € By C Bj.

(ii)= (¢) Por (ii) tenemos que By C T = T (B1) < T2 (por el Teorema 1.7) y entonces
Ti=T(B) < T

(|
Ejemplo.
o) En R, 7, < Tsorgenfrey-
e) Ejercicios 1 y 2 de la relacién.
U

Proposicién 1.9. Sean X # 0y S C P(X), S # (), Entonces,
B(S) = {ﬂsi - I finito, S; € S Vi € I}
iel

Es base de una tnica topologia 7(S) = T(B(S)) en X. A esta topologfa la llamare-
mos la topologia generada por S y es la topologia menos fina que contiene a S,
es decir, si (X, T) esunet.y S C T, entonces 7(S) < T".

Decimos que S es una subbase de 7(.5).
Demostracion. Tendremos que comprobar (B1) y (B2) y que es la menos fina. O
Ejemplo.

¢) Toda base de (X, T) es subbase de (X, 7).

o) S ={X} es subbase de T;.

e) En R, S ={(a,400):a € R}U{(—00,b) : b € R} es subbase de T,,.

1.5. Entornos

Definicién 1.11. Sea (X,7) un e.t y 2 € X. Diremos que un conjunto N C X es
un entorno de z si 3U € T con x € U C N.

Denotamos N, = {N C X : N es entorno de x} y lo llamamos sistema de entor-
nos del punto x en (X, 7).

O
Ejemplo.

e) En (R, 7,), [0,1) € NV, para todo = € (0,1), pero no es entorno de 0 ni de 1.
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g
Observacion.
o) XeN, Ve X =N, #0 Vx e X.
o) SizeUeT=U€eN,
) Puede ocurrir que exista N C N, con N ¢ T.
]
Proposicién 1.10. Sea (X,7) un e.t., U C X. Equivalen:
i) UeT.
(ii) UeN, VzeU.
Es decir, un conjunto es abierto si y solo si es entorno de todos sus puntos.
Demostracion.
(i)= (ii) SiU € T, entonces U € N, Vz €U
(ii)= (i) VeeU U, €T conzeclU, CU=U = UUUxET.
z€
g

Ejemplo.
o) (X,T), N, = {X} VzeX.
o) (X, Tuisc), Ny ={N C X :2z€N}
o) (X, Tup), N = {N C X : wp,2 € N}
) (X,d),N,={N C X :3 >0con B(z,r) C N}. En particular, B(z,r) € N,.
0

Proposicién 1.11. Sea (X,7T) e.t., z € X. Entonces:
(N1) N, #0 VzreX.
(N2) Si N eN,, entonces z € N.
(N3) SiNe N,y N C N, entonces N’ € N.
(N4) Si N,N’' € N,, entonces NN N' € N,.
(N5) Si N e N,, entonces IN' e N, con NN C Ny N eN, Yye N.

Demostracion.

19



Topologia I 1. Espacios Topologicos

(N5) Ne N, = 3U € T conz € U C N. Tomamos U = N’ y se verifica que
r €U €N, Ademas U C N y tendré que ver que N € N, Vy € U. Como

UeT=UeN, WwweUE NeN, wel.
0

Proposicién 1.12. (Hausdorff, 1914) Sean X # () un conjunto y supongamos que
tenemos Vax € X una familia M, C P(X) cumpliendo (N1),...,(N5). Entonces
existe una tunica topologia 7 en X cuyos sistemas de entornos N, coinciden con M,
Vo € X (es decir, N, = M, Vz € X).

Ademds, T={UC X :U e M, Ve U}uU{d}.
Demostracion. Veamos en primer lugar que 7 es una topologia, comprobando que

verifica (A1), (A2), (A3). Esto se deja planteado como ejercicio para el lector.

Veamos que esa topologia es tinica. Para ello supongamos que 37" con N = M, (=
N.). Tenemos que U € T <= UeN. =N, Vo eU < UeT.

Nos queda probar que N, = M, Vz € X. Sea z € X. Veamos la doble inclusién:
C) NeN,=3U €T conzeUCN. Por la definicién de T, U € M,.

D) Sea N € M,. Tendremos que comprobar que N € N,. Esto ocurrird si 3U € T
tal que z € U C N. Definimos U = {y € N : N € M,}. Veamos que este
conjunto verifica lo que buscamos. Comencemos viendo que x € U. Es claro
que N € M, (por hipédtesis) y ademds, por (N2) tenemos que x € N, luego
x € U. Veamos ahora que U C N, lo cual es claro por la definicion de U.
Por tltimo tendré que ver que U € T lo cual equivale a ver que U € M,
Vy € U. Para ello tomo y € U. Tendremos que ver que U € M,. Como

yeU:>yeNeMy(lig)aN’eMyconN’chNeMz VzeN’(lif)
yeN cU 2 vem,

1.5.1. Bases de Entornos

Definicién 1.12. Sea (X, 7T) e.t. y x € X,. Entonces una base de entornos de z
en 7 es una familia de entornos, 8, C N, tal que VN ¢ N, 3V € B, conxz € V C N.

A los elementos de 3, se les llama entornos basicos.

Observacion.

) Si 3, es b.d.e!. entonces N, = {N C X :3IV € 3, con V C N}.
) 8. #0.

4Notaremos asi a las bases de entornos
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e) N, es una b.d.e. de z.
o) B, =N,NT ={UCT:2x€U} es también una b.d.e. de z.
) Si B es base de T, entonces BNN, = {B € B:x € B} es una b.d.e. de x

Demostracion. Sea N € N, = 3U € T con x € U C N. Como B es base de
T, entonces 3B € Beconxz € BC U C N. O

e) En general, no todo entorno de un punto es unién de entornos basico. Por
ejemplo, (R, 7,), 2 =0, B, = {(a,b) : a < x < b} es una b.d.e. de . Tomamos
[—1,1) € N, (es entorno de x = 0) pero no es unién de elementos de [3,.

Ejemplo.
o) (X,T,),z€ X = B, ={X} esla tinica b.d.e de x posible.
o) (X, Tuisc), * € X = B, = {{z}} es una b.d.e de x (la mds “econémica”).
o) (X,7s), x€X = [, ={{r,20}} es b.d.e de z (la mas “econémica”).
(

o) (R"T,),ze€ X =, ={B(z,¢) : ¢ > 0} es una b.d.e de z. 8, = {B(z,¢) :
3 OsEQ}ﬁm—{B(xe):e =k e N}, B, = {B(z,e) : ¢ = 1,k €
N, k par} también son bases de entornos de = (cada una més econémica que
la anterior).

O

Proposicién 1.13. Sea (X,7) un e.t., f, una b.de. de x Vr € X y U C X.
Equivalen:

i) UeT.
(ii) Ve eU V=V, € p,conV, CU.
Demostracion.

(i) = (ii) Como U € T, entonces U € N, Vx € U. Por tanto, Vo € U, IV, € §, con
V. CU.

(ii) = (i) Por la hipétesis tenemos que U € N, Vz € U por lo que U € T (por la
Proposicién 1.11)

]
Proposicién 1.14. Sea (X, 7T ) un e.t. y 5, una b.d.e de z Vz € X. Entonces:

(V1) 8. #0.
(V2) SiV e f,, entonces z € V.
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(V3) SiVi, Vs € B, entonces V3 € B, con V3 C V1 NV;. (En general, la interseccién
de dos abiertos basicos no tiene por qué ser abierto basico pero si contener a
uno).

(V4) SiV e B, entonces IV’ € 5, con V! C V tal que Yy € V' 3V, € 5, con

V,CV.
—acamamas
/” \\\
7z
v Yy / R
oL Vv s
4 5L,o5 T S \
[/ e, N b
Ny N 1
[ \
Vo \ 1
\
1 “ e h ]
LN ’ ’
NN ’ 7’
N 7 ,/
S oo .
_
S e -~ -
D 10
emostracton.

(V4) V € B, C N,, entonces, por (N5) IN" € N, con N' C V tal que V € N
Vy € N'. Como B, es b.d.e, IV € B, con V' C N' C V.
Seay € V' C N' =V e€N,. Como §, es b.d.e, IV, € B, con V,, C V.
]

Proposicién 1.15. Sea X # () un conjunto y supongamos que Vo € X tenemos
una familia 8, C P(X) cumpliendo (V1), ..., (V4). Entonces existe una unica
topologia 7 en X tal que 3, esb.d.edex en (X,7T) Vz € X.

Ademés, T es la tnica topologfa con N, ={N Cc X : 3V =V, € 8, con V, C N}
Vo e X.

Demostracién. Tengo que comprobar que N, cumplen (N1),..., (N5) usando que
B, cumplen (V1), ..., (V4). La demostracion se deja propuesta como ejercicio para
el lector. O

Ejercicio 1.5.1. Sean (X,7T) y (X, 7T’) espacios topologicos y 5, b.d.e de x en
(X,T) Ve e X.SiV esentorno de x en 7' VYV € (,, entonces T < T".

O

1.6. Puntos adherentes. Clausura

Definicién 1.13. Sean (X, 7 ) une.t., A C X, z € X. Diremos que z es adherente
de Asi ANN # () VN € N,, es decir, si cada entorno del punto interseca al conjunto.
Esto no implica que x € A. Podemos distinguir dos tipos:

¢) Decimos que un punto adherente = es de acumulacién de A si AN(N\{z}) #
0 VN € N, (Esto no implica que z € A).
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¢) Decimos que un punto adherente x es aislado de A si existe un entorno N € N,
tal que AN N = {z} (Esto si implica que z € A).

Proposicién 1.16. Sea (X,7) un e.t., A C X,z € X. Equivalen:
(i) x es adherente a A.
(i) ANU#0 YUeT conxeU.
(ii) ANB#0 VB € B conz € B, donde B es base de T.
(iv)

Demostracion.

v) ANV #£0 VYV € B3, con 3, base de entornos de z.

(i) = (iv) Sea V € B, = FU € T con x € U C V. Como B es base de T, entonces
dB e Bconx € BC U C V. Por hipétesis, BN A # (), por lo que VN A # ()

(iv)=(i) Sea N € N,. Como (3, es base de entornos de x, entonces 3V € 3, con V C N.
Por hipétesis, ANV # () = AN N # () por lo que = es adherente a A.

O

Observacion. Los puntos de acumulacion y los puntos aislados admiten una carac-
terizacion analoga.

O

Definicién 1.14. Sea (X, T), A C X. Se define la adherencia ( clausura o cierre)
de A como A = cl(A) = {z € X : z es adherente de A}.

O
Ejemplo.
o) D =0.

e) A C A. Para verlo puedo tomar z € A, N € N, entonces v € N = z €
NN A#0Qporlo que x € A.

o) X=X.

e) Sea (X,d) em. y tomamos A C X,z € X. Entonces v € A si B(x,e) NA#0
Ve > 0.

Ejemplo. En (R, 7,)
¢) A=(0,1)= A=]0,1] y todos los puntos son de acumulacién.

o) A=(0,1)U{2} = A=[0,1]U{2}. Ademés z es de acumulacién Vx € [0,1] y

xr = 2 es aislado (ya que puedo considerar N = (%, g) eNoy NNA={2}).
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O

Proposicién 1.17. Sea (X,7) un e.t y A C X. Entonces:
(i) Ae Cr.

(ii) SiC € Cry A C C, entonces A C C, es decir, la adherencia es el cerrado més
pequeno que contiene a A.

(iiil) A=A < AcCr.
Demostracion.

(i) Supongamos que A = X. Entonces A € Cy. Supongamos ahora el caso A #
X = X\ A#0. Tendré que ver si X \ A € 7. Paraello tomoz € X \ Ay
como x ¢ A, entonces U € T conz € U, UNA =0, luego U N A = (). Esto
quiere decir que z € U € X \ A y entonces X \ A € N, Vo € X \ A por lo
que X\ AeT

(ii) (Por reduccién al absurdo) Supongamos AN (X\C) # 0y considero z €

y ¢

AN (X \ C), entonces, como (X \ C) € T tengo z € (X \C) € T y como
x € A, entonces (X \ C') N A # (), pero como tenfamos que A C C' llegamos a
contradiccion

i) =) A=A aecr.
<) Tengo que A € Cry A C A (trivialmente) (:“>) ACAycomo AC A (por

lo visto anteriormente), se da la doble inclusién y tenemos que A = A.
O
Ejemplo. (Ejercicio 23 de la Relacién 1)
a) (X,T),ACX, #A>22=A=Xyaque XNA=A#) Vrc X.

b) (X, Tagise), ACX => A=A ya que A € Cr VA C X. Ademas, todos los
puntos son aislados ya que Vo € A Iz} € N, An{z} = {z}.

¢) (X,Ter), A C X infinito, entonces A = A (ya que al ser A finito es cerrado).
Ademas, todos los puntos seran aislados, ya que Va € A puedo considerar

U=(X\A)U{a} eN,yUNA={a}.

d) (R,7Ts) (una base de Tg es {[r,z+¢):x € R,e > 0}).
A= (0,1 = A =10,1]. Ademds z es de acumulaciéon Vz € [0,1) y x = 1 es
aislado.
A=(0,1) = A=10,1) (ya que puedo considerar N = [1,2) € Ny y NNA =)
luego 1 ¢ A).

Ejemplo.

o) (R",T,), B(z,r) = B(x,r). Esto no es cierto en todo espacio métrico.

o) (R, 7o), (a,b) = [a,b] = (a,b] = [a,b). Q =R :W.
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O

Definicién 1.15. Sea (X,7) une.t., A C X, A se dice denso si A = X. El espacio
(X, T) se dice separable si 34 C X denso y numerable.

O
Ejemplo.
) (R",7,) es separable Q = R™.
o) AC X denso <= ANB#( VB € B con B base de T.
U

Proposicién 1.18. Sea (X,7) un e.t., A, B C X. Entonces:

(R, 74), los conjuntos A = (0,1), B = (1,2))
Demostracion.
(i) A € Cr luego A=14.
(i) AcBCcBeCr= ACB.

(iil) ¢) AUBCAUBeCr=AUBC AUB.
5) ACAUBCAUBeCr=ACAUB
BCAUBCAUBeCr=BCAUB

(ivy, ANBCACAeCr=ANBCA }:AOBCZOF

ANBCcBcBeCr=ANBCB

1.7. Interior

Definicién 1.16. Sea (X, 7) une.t, A C X,z € X se dice interior de Asi A € N,.
Denotamos A° = int(A) = {x € A : x es interior de A} y lo llamamos interior de

A.
O

Ejemplo.
o) X=X, (°=0.

25



Topologia I 1. Espacios Topologicos

o) (X,74), z € A° <= Fe >0 tal que B(z,e) C A.

o) (R, 7.),A=(0,1),B=[0,1)U{2} == A=A B°=A
Propiedades. (X,7) un e.t, A C X. Entonces:

(i) AC Ay A e T.

(ii) SiU CT yU C A, entonces U C A° (A° es el mayor abierto contenido en A).
(ili) AeT << A=A
Demostracion.

(i) A° C A trivial porque A € N, Vz € A°. x € A° tendremos que ver que
A° € N,. Sabemos que A € N, = 3U € T con x € U, U C A. TEndremos
que ver entonces si U C A°. Como U € T, entonces U € N, Vy € U y como
U C A, entonces A € N, Vy € U luego tenemos que U € A°

(i) U € T, U C Ay podemos comprobar que U C A° (Igual que antes).

(iii) =) AeT, AC A, luego por (ii) A C A° y por (i) A= A°.
<) Por (i), A=A €T.

Ejemplo.
o) (X,7),ACX, A4 X = A =0.
o) (X, Tuise), ACX = A° = A.

A si g€ A

°) (X,EO),AcX:»AO:{ 0 g mdA

o) (R, T.), (B(z,7))° = B(x,r) Yo € R", r > 0. Esto no es cierto en cualquier
espacio métrico.

.) (R,%)a [a’ b]o = (a’ b) = [a>b)o = (avb]o = (av b)o
) R, 7.),Q°=0=(R\Q).
.) (R77T907“96nf7’6y>7 [07 1>O = [07 1) = [O’ 1]07 (Ov 1]0 = (07 1)'

Proposicién 1.19. Sea (X,7), A C X. Se tienen:
(i) X\Z: (X \ A).
(i) X\ A4A° =X\ A

Demostracion.

() C)AcA=X\ACX\A= X\AC (X\ A

26



Topologia I 1. Espacios Topologicos

D) Sabemos que (X\A)° C X\A= A C X\(X\A)°ycomo X\(X\A) e
Cr=ACX\(X\A)° = (X\4)°cCX\A

(i) A= X \A=> X\ (X\A)=4°= A\ A= X\ A°

Definicién 1.17. Sea (X,7T), A C X, se llama exterior de A al conjunto A¢ =
ext(A) = (X \ A)° = X\ A.

1.8. Frontera

Definicién 1.18. Sea (X,7) un e.t., A C X, x € X. Se dice que z es frontera
de Asiz € AN X\ A Se denomina frontera de A al conjunto A = fr(A) =
ANX\ A= {z € X :xes frontera de A}.

0

Proposicién 1.20. Sea (X,7) un e.t, A C X. Se tienen:
(i) 0A = A\ A°. Esto se ve sabiendo que 94 = AN(X \ A) = A\ (X\A4°) = A\ A°.

]
Ejemplo.
0 (X,7;),ACX:>8A:{ 0o ﬁ;gg{
o) (X, Taise), AC X = 0A=0.
o) (X,Eo),AcX;»aA:{ XQA zi iz;ﬁ
o) (R",T.), 0B(z,r) = OB(x,r) = S(z,71).
e) (R,7,), 0la,b] = {a,b} = d(a,b) = J[a,b) = d(a,b], 0Q =R =9(R\ Q).
]
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1.9. Topologia inducida. Subespacio topolégico

Proposicién 1.21. Sea (X,7) un e.t. y sea A C X, A # () un conjunto. Entonces
el conjunto

Ta=Ta={UNA:UeT}CP(A)
es una topologia en A por lo que (A, T4) es un e.t.

Demostracion. Para demostrarlo tendremos que ver que T4 es una topologia, es
decir que verifica las propiedades:

(A1) Sabemos que ) € Ty como N A = () entonces () € T4. Andlogamente, X € T
y XNA=AporloqueAeT,.

(A2) Sea {O;}icr C Ta. Tendremos que comprobar que | J O; € T,. Para ello sabe-

i€l
mos que para cada i € I se verifica que O; = U; N A donde U; € T. Tenemos
entonces
eT
~
Joi=Jwina) =(Ju)nAeT,
i€l i€l i€l

(A3) Sean 01,0, € Ty, tendremos que ver que O; N Oy € Ty. Para ello sabemos
que

O,=UnNA O, =U,NA U,UyeT

Por tanto, O1 N Oy = (U NA)N(UsNA) = (UiNUy) € A€ Ty ya que
(UynNUy) eT.

0

Definicién 1.19. Diremos que T4 es la topologia inducida por 7 sobre A, y que
(A, Ta) es un subespacio topolégico de (X, 7). De un conjunto O € T, diremos
que es abierto en A.

([l
Observacion.
o) Sea O C A, entonces O € Ty <= U €T con O =UNA.

o) Sea O C A, entonces O € T = O € Ty (ya que O = O N A). El reciproco no
es cierto ya que no todo abierto de un subespacio tiene que ser abierto en el
espacio. Por ejemplo, en (R, 7,) consideramos A = [0, 3), entonces [0,1) € Ta
pero [0,1) ¢ T, (podemos considerar [0,1) = (—1,1) N A).

Proposicién 1.22. Sea (X,7) une.t.,, ) # A C X, a € A. Se tienen:
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(i) C Cc Aescerradoen A (C €Cr,) <= 3IC" € Crcon C=C"NA.

)
(ii) N C Aesentornodeaen A (N € NJ4) < IN' € NJ con N = N' N A.
(iii) Si B es base de T, entonces By = {BN A : B € B} es base de Ta.

)

(iv) Si B, es b.d.e. de a en (X, T), entonces (Ba), ={VNA:V € B,} es b.de.
de a en (A, Ty).
v) ECA=FE'=EnA.

(vi) E ¢ A = E°* D E°N A. La otra inclusién no es cierta en general. Por
ejemplo, en (R, 7,) consideramos A = [0,2) y E = [0,1). Entonces tenemos
que E°4 = E pero E°N A = (0,1).

(vii) EC A= fra(E) C fr(E)NA.
Demostracion.

(i) =) CCAcerrtadoen A= A\CeTy=30eT con A\C=UNA=
C=A\(ANA)=AN(X\U), donde X \ U es cerrado por lo que puedo
tomar C" = X \ U € Cr y se tiene lo buscado.

<) Sea " € Cy. Tendremos que ver que C' = C'N A es cerrado en A, lo cual
equivale a ver que A\ C € Ty4. Tenemos que A\ C = A\ (C"NA) =
AN (X \C") € Ta, yaque X \ C es abierto en 7.

(i) =) Sea N un entorno de a en A. Entonces existe un U € T4 cona € U C N
lo cual implica que U’ € T con U = U'NA. Tomamos N' = U'UN € N,,.
Tenemos que NNNA= (U UN)NA=UNAUNNA) =U.

(iii) Para ver que se verifica tendremos que probar la doble inclusién:

D) Ba={BNA:BecB}CTyy se verifica.

C) Sea O € TA, x € O. Entonces 3U € T con z € O = U N A. Como B es
basede T,dB € Btalquex e BCU=xz€(BNA) C(UNA) =0.

(iv) Analogo a (iii).
(v) De nuevo tendremos que ver la doble inclusion:

) Ec(EnA) eCr,=E" c(EnNA),yaqueEeCr.

D) Seaa € ENAy N un entorno de a en A. Tendremos que ver si NNN = (.
Para ello sabemos que AN € N, con N = N'N A porlo que NN E =

NNANE=NNE#£0=acE".

Ejemplo.
) (X, T),0#ACX, T, ={0,A} =T.
.) <X7 %isc)a A C X7 7ZliscA - 7;lisc~
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.) (R77:L)7 7;2 - 7;11'50; {p} - (p - %7p+ %) NZ. 7:LN - 7le'sc'
o) Ejercicio 0 #A CAC X, (Ta)a = Ta.

o) (X,T7a), 0 #AC X =dy: AxA— [0,+00) tal que (z,y) — da(z,y) =
d(z,y). Entonces d4 es una distancia en Ay (A, 7z,) es un espacio topolégico
y Ta, = (Ta)a. Todo subespacio de un e.t. metrizable es metrizable.

o) (X,74),0# A C X finito = (T3)a = Taise (yaque Ie > 0:d(x,y) > Vo £y
y tomando B(xz,e) N A = {z} se verifica).

O

Definicién 1.20. Sea (X,7) un e.t., A C X con A # (), decimos que A es discreto
si T4 es la topologia discreta en A.

O

Definicién 1.21. Una propiedad topoldgica se dice hereditaria si al cumplirla
un e.t (X,7) también la cumplen todos su subespacios, es decir, si (X,7) cumple
P = (A, Ty) cumple P VA C X, A # 0.

O
Ejemplo.
e) “Ser metrizable” es una propiedad hereditaria.
o) “Tener la topologia discreta” es hereditario (trivialmente).
]

1.10. Axiomas de separacion
Definicién 1.22. Un e.t. (X, 7T) se dice:

e) (T1) (o de Fréchet, o que satisface el primer axioma de separacidn) si
Ve,ye Xconzx#y, IVeN,, WeN,conyg¢V,z¢W.

Esta definicién se podria hacer andlogamente con abiertos, abiertos bésicos o
entornos basicos.

e) (T2) (o de Haussforff, o que satisface el segundo axioma de separacién)
siVe,y € X conx #y, IV e N, W € N, tal que VN W = 0.
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De nuevo esta definicién se podria hacer con abiertos, abiertos basicos o en-
tornos basicos.

Observacion.

o) T2 = T1. Esto es claro ya que si un e.t (X, 7) es T2, entonces para z,y € X,
x # y podemos encontrar V € N, W € N, tal que VN = {). En particular
tenemos que y ¢ V y o ¢ W y por tanto es T1. El reciproco no es cierto (T2
es una propiedad mads restrictiva que T1).

Proposiciéon 1.23. T1 y T2 son propiedades hereditarias.
Demostracion.

T1) Supongamos (X,7) un et. Tl y ) # A C X. Tendré que ver que (X, T4) es
T1. Sean a,a’ € A con a # a'. Como (X,T) es T1 tenemos que IV € N,
WeNys,comnagWyad ¢V.DefinoV =VNAeNAyW =WnNAeN,
y tengo que a ¢ W'y a’ ¢ V' por lo que (X, Ty4) es T1.

T2) Supongamos (X,7) un e.t. T2y ) # A C X. Tendré que ver que (X, T4) es
T2. Sean a,a’ € A con a # a'. Como (X,T) es T2 tenemos que IV € N,
WeNy,con VAW =0. Defino V' =VNAENAyW =WnNAeNIy
tengo que V' NW' = (VNW)N A =10y tenemos lo buscado.

O
Ejemplo.

o) (X,T;), con #X > 2 no es T1 (ya que el unico entorno de cualquier punto
es X). (por ser no es ni T0O, aunque este concepto no se va a trabajar en esta
asignatura).

o) (X, Taisc) es T2 (y por tanto T1). Para verlo puedo tomar = # y y tengo
{z} e No, {y} e Ny y {z} 0 {y} = 0.

o) (X,7,) es T2 (ya se vio anteriormente) y por tanto T1.

e) Si X es un conjunto infinito, entonces (X, Tor) es T1, pero no T2. Com-
probémoslo:

Tl) z#y, v,y € X. CojoV =X \{y} € Ter y ademds V € N, cony ¢ V.
Repetimos el proceso para x y llegamos a lo mismo.
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T2) (por reduccién al absurdo) Supongamos = # y y que existen V € N,
W e N, con VAW = 0. Entonces X\ (VNW) =X = (X\V)U(X\W)
que es finito por ser unién de conjuntos finitos, pero X es infinito por lo
que llegamos a contradiccion.

0

Proposicién 1.24. (Caracterizacion de T1) Un e.t. (X,7) es T1 < {z} € Cr
Vo € X.

Demostracion.

=) Supongamos (X, 7) une.t. T1, z € X, tendré que ver que {z} = {z}. Vedmos-
lo por reduccién al absurdo. Para ello, supongamos que Jy € X, y € {z} y
y#x=1x€N VN e N, Esto contradice que (X, T) sea T1.

<) Sean x,y € X con z # yy tomo V = X \ {y} € T (por hipétesis, al ser
complementario de cerrado). Ademds como x € V| tenemos V € N, y ademés
y ¢ V. Repetimos este razonamiento para y y tenemos que (S,7) es T1.

0

Ejercicio 1.10.1. Sea (X, 7) un e.t. T2 y {y, }neny C X una sucesién convergente,
entonces tiene un tnico limite.

0

1.11. Axiomas de numerabilidad

Definicién 1.23. Diremos que un e.t (X, 7T) es

e) (1AN) (o que cumple el primer axioma de numerabilidad) si todo punto
de x tiene una base de entornos numerable.

e) (2AN) (o que cumple el segundo axioma de numerabilidad) si existe
una base de 7 numerable.

Observacion.

o) 2AN = 1AN ya que si B es base numerable y x € X entonces 3, = {B € B :
x € B} es una b.d.e de x numerable.

o) Si {V,}nen €s una b.d.e de z € X, entonces definiendo W,, = [\ V4, tenemos
k=1

que {W, :n € N} esb.dedexzy W; D Wy, D W;D....Es decir, para todo

espacio 1AN podemos encontrar una base de entornos numerable y encajada.

¢) Las propiedades 1AN y 2AN son propiedades hereditarias.

Demostracion.
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2AN) Supongamos (X,7) 2AN y sea (A,T4) con ) # A C X. Sabemos que
existe B base de T numerable = B4y = {BNA: B € B} es base de T4 y
numerable.

1AN)

Ejemplo.

o) Si (X,7)esune.t.y 7T esnumerable, entonces (X, 7T) es 2AN. En particular,
(X, T) es 2AN.

o) (X, Tuisc) es 1AN ya que {{z}} es b.d.e de x en 7. Si ademds X es numerable,
entonces tengo que B = {{z} : © € X} es base de T por lo que es 2AN. (es
una condicién suficiente y necesaria ya que dicha base es la més fina).

o) (X,Tcr), si X es numerable entonces tiene una cantidad numerable de sub-
conjuntos finitos por lo que con esta condicién, Top es numerable y por tanto
2AN (luego también 1AN). Si X no es nuerable, entonces no es 1AN (luego
tampoco 2AN).

Demostracion. Veamos que si X no es numerable entonces no es 1AN. Hagamos-
lo por reduccién al absurdo. Supongamos = € X, 8, = {V,}nen b.d.e. de z.

Entonces podemos escribir V,, = X \ C,, con C, finito. Entonces C' = |J C,
neN
es numerable y ademas C' C X. Por tanto, X \ C' no es vacio y ademads tie-

ne infinitos elementos por lo que puedo tomar un y € X \ C con y # = y
consideramos X \ {y} que es abierto en Top. Como {V,},en es b.d.e. de z,
entonces existe un n € Ncon xz € V,, C X \ {y} = {y} C C, y llegammos a
contradiccién (ya que V,, = X \ Cy,). O

e) si X no es numerable, entonces (X, 7cr) no es 1AN (misma demostracién
que el apartado anterior pero con finito en lugar de numerable) y por tanto
tampoco es 2AN.

) (R",7,) es 2AN (y 1AN). Esto es porque B{B (z,%) : n € N,z € Q"} es base
de 7, y es numerable.

Ejemplo. (R, 7gs) la topologia de Sorgenfrey
o) BsIAN: z € R, 8, = {[z, 2+ 2) : n € N} es b.d.e. de z.

e) No es 2AN: para verlo tomo B base de Tg. Vo € R, [z,2+ 1) € Tg y z €
[,z + 1). Como B es base, entonces 3B, € B con v € B, C [z,o+ 1)y
entonces x es el minimo de 3,. Esto quiere decir que B, # B, para todo
x # y. Entonces la familia {B, : € R} C B no es numerable por lo que B no
es numerable.
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Proposicién 1.25. Sea (X, 7) un e.t. 2AN y B una base de T, entonces existe una
base B’ de T con B’ C B con B’ numerable. Es decir, de toda base puedo extraer
una base numerable.

Esta proposicién se usa para probar que un e.t. no es 2AN (utilizando el contra-
rreciproco):

o) (R, 75) noes2AN. B = {[a,b) : a < b} es base de Tg. Hagdmoslo por reduccién
al absurdo. Si (R, 7gs) es 2AN, entonces 38" = {[a,, b,) : n € N} base de Ts.
Entonces el conjunto A = {a, : n € N} es numerable = R\ A # (. Sea
reR\A zez,z+1)eTs=3IneN:z€la,b,) Clr,z+1)=a,=x
y llegamos a contradiccion.

0

Proposicién 1.26. Si (X, 7)) es 2AN, entonces de todo recubrimiento® por abiertos®
de X se puede extraer un subrecubrimiento numerable, es decir,

siX:UUi con U; € T Vi el = 3J C I numerable tal que X = UUj'

iel jeJ

5Un recubimiento de un conjunto X es una familia {Ui}ier tal que | U; = X, es decir, es como
=
una particiéon de X pero cuyos elementos no tienen por qué ser disjuntos 2 a 2.
6Un recubrimiento por abiertos de un e.t. (X,7) es un recubrimiento cuyos elementos son

abiertos en la topologfa, es decir, una familia {U; }ier tal que U; € T Viely J U, =X
=
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2. Aplicaciones entre Espacios
Topologicos

Definicién 2.1. Dados (X, T), (Y,7T') dos e.t., diremos que [ : (X, 7) — (Y, T)
(que notaremos como f : X — Y cuando estén claros los e.t.) es continua en un
punto zg € X si VN' € N}, existe un entorno N € N, con f(N) C N".

S ‘; ot N
1 \ 1 \
: ,// \\ : f : // -7 T~ \\ E
: | ° I‘ 1 — : : / . 1
: \\ ',L.O / : : \\ '\f(xo)} /I :
- 1 \ 4 1
1 S 1 { \\:::/// 1
LN N T
(X,T) Y, T")

Equivalentemente, VN’ € N J’c(xo) se tiene que f~Y(N') € N,. Es decir, la imagen
inversa por f de todo entorno de f(zg) en el espacio topolégico T’ es entorno de
en el espacio topoldgico T .

0

Observacion. La definicién se puede reformular usando abiertos, abiertos basicos o
entornos basicos. La demostracion queda planteada como ejercicio para el lector.

O

Definicién 2.2. Dados (X, 7T), (Y,T') dose.t.,) # A C X. Diremosque f : X =Y
es continua en A si es continua en z, Vx € A. Diremos que f es continua si es
continua en X.

0

Proposicién 2.1. Dados (X, 7T), (Y,7’) dos e.t., f : X — Y. Entonces son equiva-
lentes:

(i)
(i)
)
)

f es continua.

YU € T YU €T (f trae abiertos en abiertos).
(iii) f~(B") €T VB' € B/, donde B’ es base de T".
(iv) f7Y(C") € Cr VC'" € Cy (f trae cerrados en cerrados).

35



Topologia I 2. Aplicaciones entre Espacios Topoldgicos

(v)

f(A) C f(A) VAC X.

Demostracion.

()=(ii) )

(ii) = (iii) )

(iii)=(iv) )

(iv)=(v) )

(vV)=(iv) )

Supongamos que f es continua. Tomamos U’ € T’ y tendremos que verificar
que f~HU") € T.Seaz € f~1(U’), entonces tendré que ver que f~H(U’) € N,.
Sabemos que f(z) € U" C Ny(). Como f es continua, entonces 3U € T,z € U,
fU)cU =x2eUcC f}(U). Como U € T, tenemos que f~1(U’) € N,.

Como esto sucede para un x arbitrario tendremos que se verifica.

Esta implicacion es trivial ya que todo abierto basico es en particular abierto
en la topologia.

Sea C" € Cy+, C' C Y. Tendré que ver que f~}(C") € Cr, lo cual es equivalente
a ver que X \ f71(C") € T. Sabemos que X \ f71(C") = f7Y(Y\ )y
Y\ C" € T.Como B es base de 7', tenemos que Y\ C' = | B} con B, € B
icl
Vi € I. Entonces tenemos que f~1(Y \ C") = f~! (U B;) =Uf(B)eT
i€l i€l
por ser unién de abiertos.

Sea ) # A C X, como f(A) € Cy, por (iv) tenemos que f~!(f(A)) € Cr.
) 1©

S
Ademds, A C f(f(A)) € f'(f(A)) € Cr. Entonces A C f~'(f(A)). Al
aplicar f tenemos que f(A) C f(f~1(f(A))) = f(A).

Sea C' € Cy y tendremos que ver que f~'(C’') € Cr. Para ello veré que
coincide con su adherencia, es decir, que f~1(C") = f~1(C”"). Como la in-
clusion f=1(C") D f~1(C") es clara tendré que ver solo la otra incusién. Sea
A= f71C"), por (v) tenemos que f(f~1(C")) C f(f~1(C")) Cc C" = C'. Apli-
cando f~! tenemos que f~'(f(f~(C"))) € f7HC") y como fTH(f(f7H(C))) =

f~1(C") tenemos lo buscado.

Sea x € X arbitrario. Tendré que ver que f es continua en z. Sea U’ € T’
con f(x) € U'. Tendré que ver que existe un U € T conx € Uy f(U) C U'.
Tomo Y '\ (U’) € Cy+ y por (iv) tenemos que f~H(Y\U') € Cry f[TH(Y\U') =
X\f(U") porloquex € f~1(U’) € T. Como f(f~*(U’)) C U’ puedo denotar
U = f~(U") y tenemos de nuevo lo buscado.

Observacion. Si f: (X, T) — (R, 7T,) es una aplicacién continua, entonces

F7 (a,0)), f7H(=00,0)), f (@, +00)) € T

y ademas

F=H (@, b)), £ (=00, 8]), f 7 ([a, +00)) € CF

La utilidad de esta observacion es poder ver si un conjunto es abierto viendo si
existe una aplicacion continua que lleve un abierto de la topologia en dicho conjunto.
Anélogamente se puede usar para cerrados.
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O
Ejemplo.
o) f:(X,d) — (Y,d) continua entre espacios métricos

<= Ve >0 3§ > 0 tal que si d(x,x9) < ¢ entonces d'(f(z), f(xg)) <& <—
<= Ve >0 3§ >0 tal que f(B(z0,0)) C B'(f(x0),¢).

Observacion.

¢) Cuanto mds abiertos hay en 7 y menos en 7’ se puede decir que es “més facil”
que f sea continua. Por ejemplo, las aplicaciones

(X, 7T)— (Y, T)
I (X, Taise) = (Y, T7)

son continuas siempre.

o) Si f: (X,T) — (Y,T') es constante, es decir, f(z) = yo € Y Va € X,
entonces para todo U’ € T se tiene

g | X st oy el
/ (U)_{Q) si oy ¢U

y por tanto f es continua ya que X, € T.
o) Idx : (X, T)— (X,T') es continua <= T' < T. Por ejemplo,
Idg : (R, T,) = (R, Ts)
no es continua pero
Idg : (R, Ts) = (R, Ta)
st lo es.

o) Sif:(X,7T) = XY, T)yg: (Y, T") = (Z,T") son aplicaciones continuas,
entonces go f: (X,T) — (Z,T") es continua.

Demostracion. Sea U” € T", (go f)"(U") = (g (U") e T. O

o) [:(X,T)—= (Y, T') continuay ) # A C X, entonces

fla: (A, Ta) = (Y, T') es continua
z — f(z)

es decir, la restriccion en el dominio de una funcién continua sigue siendo
continua.
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Demostracion. Sea U’ € T', entonces
(fla) ™ (U) ={z e A: f(x) e U} = fHUNNAETH
va que [~HU") € T. O

o) Si f:(X,T)— (Y,T') continua, ) # A’ C Y con f(X) C A, entonces
fA (X, T) = (A, T4) es continua
z— f(z)

es decir, la restricciéon en el codominio de una funcién continua sigue siendo
continua.

Demostracion. Sea O" € Ty, entonces JU" € T’ tal que O' = U'NA =
(fA)HO) = (AN U NAY) = f~YU") € T ya que f es continua y U’ es
abierto en 7.

O

Lema 2.2. (Lema de pegado) Sean (X, 7), (Y,77) dos e.t. y sea {A;}icr C X una
familia de subconjuntos no vacia de X y {f; : A; = Y };c; una familia de aplicaciones
tales que

(i) Udi=X.
i€l
(iii) fi: (A, Ta,) = (Y, T') es continua Vi € 1.

(iv) Satisface alguna de las siguientes condiciones:

o) A, T Viel.
o) A, € Cr Vi€ I con [ finito.

Entonces la aplicacién
fX,T) = (Y, T)
esta bien definida y es continua.

Demostracion. Es claro que la aplicacién f esté bien definida por las condiciones (i)
y (ii). Tendremos que ver su continuidad. Tendremos que distinguir dos casos segin
la condicién (iv). Lo demostraremos para el segundo caso y el otro serd andlogo y
se deja propuesto como ejercicio para el lector:

Supongamos [ es finito y A; € Cr Vi € I. Sea C' € Cy, tendremos que ver
que f~1(C") € Cr. Tenemos que f~1(C") = X N f~HC") © (U Ai) NnfYc") =
i€l
LJI(Ai N fHC") = UI{x €A filx) e C'} = Ulfi_l(O’). Como f;}(C") € Cra, ¥y
i€ ic ic
ademds A; € Cr = f;1(C") € Cr, entonces por (iv) tenemos que |J f;*(C") € Cr.
iel
U
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Ejemplo. Sea f: R — R definida por

sen(z) = fi(x) si x € (—o00,0] = A4
flx)=1¢ 2*(x —1) = fo(z) si z€][0,1]
—In(z) = f5(2) sioxell

Entonces f: (R, 7,) — (R, 7,) es continua.

2.1. Aplicaciones abiertas y cerradas
Definicién 2.3. Una aplicacion f: (X, T) — (Y, T’) diremos que es
e) abierta si lleva abiertos de T en abiertos de 77, es decir,

f)eT, YUeT
e) cerrada si lleva cerrados de T en cerrados de T, es decir,
f(C)ely, VCelCr
O

Observacion. Ser continua, abierta y cerrada son propiedades independientes (se
puede ser una sin ser ninguna de las otras dos).

g
Proposicién 2.3. Si f: (X,7) — (Y,7T) es una aplicacién, entonces equivalen:

(i

) f es abierta.

(ii) f(B) € T" VB € B con B base de T.
1)
v)

(ili) Siz € X, N € N, entonces f(N) € N},
(i

Demostracion.

Si A C X, entonces f(A°) C (f(A))°.

(i)=-(ii) ) Trivial.
(ii)=>(iii) ) Trivial.

(iii)=(iv) ) Sea x € A°, tendremos que ver que f(z) € (f(A))°. Como z € A°, entonces
A € N, y por (iii) tenemos que f(A) € N’ f(x) Por lo que fz) e (f(A))°.

(iv)=(i) ) U € T por lo que U = U°. Entonces f(U) = f(U°) y por (iv) tenemos
que f(U°) C (f(U))° y como la otra inclusién se da siempre tenemos que

fU) =) eT.
O
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Proposicién 2.4. Si f: (X,7) — (Y,7T) es una aplicacién, entonces equivalen:

(i)
(i)

f es cerrada.

f(A) c f(A) VAC X.

Demostracion.

(i)=(ii) )

Z_ = f(A) € f(A) = f(A) C f(A) y como f es cerrada, tenemos que

f(A) = f(A) y por tanto f(A) C f(A).
(ii)=(i) ) C = C € Cr, por (i) tenemos que f(C) C f(C) = f(C) € Cr.
]
Ejemplo.

°)

Una aplicacién f: (X, T) — (Y, T7) es “maés facil” que sea abierta y/o cerrada
cuanto menos abiertos haya en 7 y méds en 7' (no es riguroso pero es una
buena intuicién). Por ejemplo, f(X,T) — (Y, Tasc) es abierta y cerrada. La
aplicacién f: (X, 7;) — (Y, T) es abierta si y solo si f(X) € T y es cerrada
si y solo si f(X) € Cyr.

Idx : (X,T)— (X, T’) es abierta si y solo si T' < T’ y es cerrada si y solo si
Cy C Cr (lo cual es equivalente a que sea abierta).

Sif:(X,T)— (Y,T') es constante, con f(r) =yo € Y Vz € X, entonces
f es abierta si y solo si {yo} € T’ y es cerrada si y solo si {y} € Cy. En
particular, f : (X,7) — (R,7,) constante es continua, cerrada pero no es
abierta.

Sean f : (X, T) = Y. T) yvg: (Y, T") = (Z,T"), entonces si f y g son

abiertas, entonces go f : (X,7T) — (Z,T") es abierta ya que (go f)(U) =

g(f(U)) € T". Andlogamente, si f y g son cerradas, entonces la composicién
of: (X, T)— (Z,T") es cerrada.

Sif:(X,T)— (Y,T') es abiertay ) # A C X, entonces si A es abierto se
tiene que fla: (A, Ta) = (Y, T') es abierta. Andlogamente, si A es cerrado se
tiene que fla: (A, Ta) — (Y, T’) es cerrada.

Demostracidn. Supongamos que f es abierta y A € T y tendremos que ver
que f|a es abierta. Sea O € Ty tendremos que ver que f|4(O) € T'. Como
O € Ty tenemos que O € T = f(O) € T'. Como f(O) = f|a(O) tenemos que
f1a(O) € T" y lo tenemos.

La demostracion para cerrado es andloga y se deja como ejercicio para el
lector. O

Sif:(X,T)— (Y,7') es abiertay ) # A’ C Y con f(X) C A’, entonces
Y (X, T) — (A, Th) es abierta. Igualmente si f : (X,7) — (Y,T) es
cerrada y ) # A’ C Y con f(X) C A, entonces f4 : (X,T) — (A, T4) es
cerrada.
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Demostracion. Sea U € T = fA(U) = f(U) € Ty f(U) = f(UNA €T,

por lo que lleva abiertos en abiertos y tenemos lo buscado.

La demostracién para cerrados es analoga y se deja como ejercicio para el
lector.

0

Observacion. Si f : (X, T) — (Y, T’) es una aplicacién biyectiva, entonces equivalen:
(i) f71: (Y, T") — (X,T) es continua.
(ii) f es abierta.

(iii) f es cerrada.

2.2. Homeomorfismos

Definicién 2.4. Una aplicacién f : (X,7) — (Y,7T’) diremos que es un homeo-
morfismo si es biyectiva, continua y su inversa, f~! es continua.

Si existe un homeomorfismo entre dos e.t. (X,7) — (Y, 7’) diremos que (X,7T) y
(Y, 7T") son homeomorfos y escribiremos (X,7) = (Y, 7).

]
Teorema 2.5. Sea f: (X,7) — (Y, 7’) una aplicacién. Equivalen:
(i) f es un homeomorfismo.
(ii) f es biyectiva, continua y abierta.
(iii) f es biyectiva, continua y cerrada.
Demostracion. Es trivial utilizando la observacién anterior.
O

Observacion. f es continua y cerrada <= f(A) = f(A) VA C X. (Esto a veces
puede servir para ver que una aplicacién f es un homeomorfismo).

O
Ejemplo.
o) Idy : (X,T)— (X,7’) es un homeomorfismo <= T =T".
o) Si f: (X,T) = (Y,T’) es un homeomorfismo, entonces f~ : (V,7T’) —
(X, T) también lo serd (por su definicién). Es una doble implicacién pero no

la podemos escribir rigurosamente ya que no podemos escribir f~! sin suponer
que es biyectiva.

o) f:(X,T)— (Y,T), 9 : (Y, T') — (Z,T") son homeomorfismos, entonces
gof (X, T) — (Z,T") es un homeomorfismo (ya que la composicién de
biyecciones es biyectiva, la composicién de abiertas es abierta y la composicién
de continuas es continua).

41



Topologia I 2. Aplicaciones entre Espacios Topoldgicos

o) Sea f: (X,T) — (YV,7') un homeomorfismo, ) # A C X, A" = f(A) # 0,
f(A) C Y. Entonces f‘f}{ : (A, Ta) — (A, T4) es un homeomorfismo. La
demostracién se basa en que ( f“;“/)_l = ffév y que f‘f}‘/ es biyectiva y continua
y que ffév es continua.

0

Observacion. En el conjunto de todos los espacios topoldgicos, “ser homeomorfo”
es una relacién de equivalencia (ya que en los ejemplos anteriores hemos visto que
verifica las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva).

O
Ejemplo. (Clasicos)
e) Cualesquiera dos intervalos abiertos en (R, 7,) son homeomorfos con la topo-

logia inducida.

Demostracion. Veamos en primer lugar que (a,b) = (0,1), con a < b. Defini-
mos

f:(a,b) = (0,1)

v f@) =

Esta aplicacién es biyectiva ya que tiene inversa:

fl@)=2(b—a)+a

Se puede ver que es su inversa ya que

o nw =) =1 (5o0) = (52 ) -+

=r—a+a==x

(Fo @) = F(F @) = flalb —a) 4 o) = =0T 0202020,

Ademds, tanto f como f~! son continuas (podemos usar la intuicién del anali-
sis ya que estamos en (R, 7)) por lo que tenemos que f es un homeomorfismo.

Veamos también que (0,1) = (1,+00). Para ello definimos f(z) = < que es
claramente biyectiva, continua y su inversa (que es la propia f) es continua.

Ademés, (1,400) = (0,4+00) con f(x) = x — 1 claramente un homeomorfismo.
Finalmente llegamos a lo siguiente:
(@, +00) con f(zr)=x+a

(0,400) = ¢ (—00,b) con f(x)=—-x+b
R = (—o0,+00) con f(z)=In(z)
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°)

°)

En (R, 7,), [a,b] = [0,1] Va < b pero [a,b] 2 [¢,+00) (lo demostraremos en el
Tema 3).

Proyeccién estereografica: Esta proyeccién (para n = 3) prueba que una
esfera a la que se le quita un punto es homeomorfa a un plano. Para ello
podemos trazar la recta que va desde el polo norte de la esfera (el punto que le
falta a la esfera) hacia cualquier punto p de la esfera y hallar la interseccién de
dicha recta con el plano que resulta de fijar la ultima coordenada a 0. Dicha
interseccién serd ®(p) y repitiendo esto con todos los puntos obtenemos el
plano con tltima coordenada 0. Veamoslo analiticamente:

Sea S" = {x1,...,xp, Tpp1 12T+ -+ 2l 422, =1} = S5((0,...,0,0),1) C
R™ Sea N = (0,...,0,1) € S” el polo norte. Podemos definir la aplicacién

O:S"\ {N} = R"

(1, .oy Ty Tpy1) —

Su inversa es
1R = S"\ {N} c R*"!

(yl,...,yn)’—) <2y1772yn7‘|y“2_1)

Iyl + 1

Tenemos que la aplicacién
P (S"\{N}, Tsm\(sy) = (R", Ta)

es un homeomorfismo ya que, como estamos en la topologia usual podemos
usar la intuicién del andlisis y ver que tanto ® como ®~! son continuas y es
facil ver que ® o & = Idgn\ (n}.

Esta proyeccién se usa para hacer mapas de la Tierra, y por eso se producen
deformaciones en la representacion del mapa mundi. Hay mejores proyecciones
para esto. Veamos la que viene a continuacion:
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e) Proyecciéon de Mercator: Esta proyeccién prueba que si se retiran 2 puntos
de la esfera, el norte y el sur, la figura resultante es homeomorfa a un cilindro.
Para ello se toma el punto central de la circunferencia y se proyecta una recta
sobre los puntos p de la esfera sin los polos. La interseccion de dicha recta con
el cilindro que tiene el radio de la esfera serd ¢(p) y repitiendo esto en todos
los puntos de la esfera obtenemos el cilindro de radio 1.

Sea S* C R"™! la misma esfera definida en el apartado anterior y S =
(0,...,0,—1) el polo sur. Podemos definir la siguiente aplicacion:

p:S"\{N,S} > S xR

(xl)'"axnal‘n-i-l)’__> Wgﬂ(xla"'axnaxn+1)

Esta aplicacién es biyectiva y su inversa es
e 1SR — S"\ {N, S}
)
Yy = (y17"‘aynayn+1> =
Iyl

Es facil ver que al componer ambas aplicaciones obtenemos la identidad. Con
esta aplicacion tenemos

0 (S"\AN, S}, Tagu vsy) = (8" X R, T,

|S"*1 ><]R)

es un homeomorfismo.

Proposicién 2.6. Sea f: (X,T) — (Y,T’) un homeomorfismo. Entonces:
(i) SiU C X, entonces U € T <= f(U) e T".
(ii) Si C' C X, entonces C C Cr < f(C) € Cy.

(i) Si B € P(X), entonces B es base de T <= B' = f(B) = {f(B) : B € B} es
base de T'.

(iv) Stz € X,y N C X, entonces N € N, <= f(N) € Nj,,.

(v) Siz e X, 5, C P(X), entonces 3, es b.de.dez en T < B}(x) = f(B.) =
{f(V):V €.} esb.d.e. de f(y) en T

Demostracion. Para las demostraciones veremos solo las implicaciones hacia la de-
recha ya que al ser un homeomorfismo, la implicacién hacia la izquierda se basa en
aplicar que f~! es también un homeomorfismo.

(i) Como f es abierta se verifica.
(ii) Como f es cerrada se verifica.

(iii) Tengo que comprobar varias cosas:
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e) f(B)eT' VB € B. Esto es cierto ya que B € T y [ es abierta.

o) Sea U' € T', y € U’ tendré que ver que existe un abierto basico en-
tremedias. Para ello tomo f~(y) € f~*(U’) y como f es continua te-
nemos que f~'(U’) € T. Como B es base tenemos que 3B € B con
fYy) € B c f7Y(U'") y como f es biyectiva, y € f(B) C U’ con
f(B)eB.

——————————————————————————

l

(iv) Sea x € X, N € N,. Como N, es entorno, 3U € T conz € U C N' =
f(z) € f(U) C f(N)y como f es abierta tengo que f(U) € T’ por lo que
f(N) € Nj,

(v) Sea N' € Ny, Por (iv) (la implicacién hacia la izquierda) tenemos que
fYN') € N,. Como tenemos una b.d.e tenemos que 3V € S, con V C
fHNY) = f(V) € N’y de nuevo por (iv) tenemos que f(V) € Ny, vy
tenemos lo que queriamos.

__________________________

\ \
i 1 - /
¢ J. | o N
- —u \ 1 e N 1
1 / s \ 1 / \
o7 V! 1 / \ 1
! I Lo / 1
P! o (VA > i A / i 1
T e VA - (I 1
! < ‘1 | ! . x) 1
! W . 1 ! 9 s |
1 Ne L | NN s
. | N i il 1
- 1 - 1
. Vo fHN); \ f(v),
N £ e D e e e e _~ N e e e 2

O

Definicién 2.5. Una propiedad P que pueda o no tener un e.t. (X,7) se dice
topoldgica o que es un invariante topolégico si al cumplirlo (X, 7), también la
cumplen todos los espacios topoldgicos homeomorfos a él, es decir:

(X, T) cumple P < (Y,7') cumple P Y(Y,T") = (X, T)
g

Proposicién 2.7. Las propiedades (T1), (T2), (LAN), (2AN) son invariantes
topoldgicas.

Demostracion. Se deja como ejercicio para el lector O

Ejemplo.
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o) (R, 7,) 2 (R,7Ts) ya que (R, T,) es 2AN y (R, 7s) no lo es.

o) (R, 7,) 2 (R, Ter) 2 (R, Ts) ya que (R, 7,), (R, Ts) son T2 pero (R, Tor) no
lo es.

o) (R,7.) 2 (R, Taise) va que (R, Tyise) no es 2AN.

Definicién 2.6. Diremos que f : (X,7) — (Y,7’) es un embebimiento si f/(X)
(X, T) = (f(X),T{x)) es un homeomorfismo. En ese caso, (X,T) = (f(X), T )

[l
Ejemplo.
e) f homeomorfismo = f embebimiento. El reciproco no es cierto.

e) Sin,k € N, entonces la aplicacién
[ (R T,) = (R, T,)
z = f(z) = (,0)
es un embebimiento con f(R™) = {R" x {0}}.

Para verlo tendremos que tomar la aplicacion

FEO (R TL) = (R < {0}, Taggn )
x> (x,0)

y tenemos ademas

(fEON T R % {0}, Tappngy) = (R, To)
(z,0) = x

y es facil ver que (f®"*{%) es un homeomorfismo y por tanto f un embebi-
miento.

2.3. Topologia Producto

En esta seccién estudiaremos cémo a partir de dos e.t. (X,T), (Y,7T’) podemos
buscar una topologia en el espacio X x Y a partir de 7 y T'. Para ello, teniendo
X xY ={(z,y) : x € X,y € Y} podemos tomar el conjunto {U x U’': U € T,U’ €
T’} pero vemos que no cumple la propiedad (A2) por lo que no podremos construir
asi una topologia. Sin embargo, si podemos considerar que dicho conjunto sea una
base de la topologia producto.
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Proposicion 2.8. El conjunto
BTXT/ = {UX U,:UGT,UIET/}

es base de una unica topologia en X XY que se denota 7 x T y se llama topologia
producto de 7 y 7.

Alet. (X xY,T xT) lo llamaremos espacio topolégico producto de (X,7) y
v, 7).

Demostracion. Para ver que esto es cierto tendremos que comprobar que cumple las
condiciones del Teorema 1.6:

(Bl) X xY €Bryr= |J B=XxY.

BeByy 71

(B2) Ul X U],_,UQ X Ué € BTXT" Tenemos que (Ul X U{) N (U2 X Ué) = (Ul N UQ) X
(U NU)}) € Bryr.vaque (UiNU) €Ty (U NU,) €T

y ya lo tenemos probado.

Observacion.

e) Si W C X x Y, entonces son equivalentes:
(i
(ii

(iii

)
) Y(z,y) e W U €T, U €T con (z,y) e UxU CW.

) V(z,y)e W U eT, U €T conzeclUyeclU ,UxU CW.
(iv) W=UWU; xU})conU; € T,U € T" Viel.

iel

o) En (X xY,T x T'), todo producto de abiertos es abierto (basico) pero el
reciproco no es cierto ya que hay abiertos en el producto que no son producto
de abiertos. Es decir, que la topologia 7 x T’ hay méas abiertos en general que
los bésicos, o equivalentemente, T X T\ Brx7 # 0.

Proposicién 2.9. Sean (X, 7),(Y,7’) dos e.t. Entonces:
(i) Si B es base de T y B’ es base de 7', entonces
B=BxB ={BxB :BeB B eB}
es base de T x T".
(ii) Siz € X, B, bde. dexen (X, T)yy €Y, 3, bde. deyen (Y,T'), entonces
By =Bo x B, ={VxV':VeB,V ep}
es b.d.e. de (z,y) en (X x Y, T x T).

Demostracion.
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(i) B=BxB CcTxT.SeaW eT xT'y(x,y) € W. Tendremos que ver que
existe un elemento B x B’ € B con (x,y) € Bx B C W. Como By es base
de T x T, entonces U € T,U’" € T’ con (z,y) € U x U" C W. Como ademés
B, B’ con bases tenemos que dB € BB e B'conzx e BCUye N CcU =
(x,y) € Bx B'C U x U C W y lo tenemos.

(ii) La demostracién es andloga a la anterior y se deja planteada como ejercicio
para el lector.

O
Corolario 2.9.1. (X, 7), (Y,7T) e.t.
(i) Si (X, T)y (Y,T’) son 1AN, entonces (X x Y, T x T') es 1AN.
(i) Si (X, T)y (Y,T) son 2AN, entonces (X x Y, T x T') es 2AN.
g
Ejemplo.
o) 0 #ACX,0# A CY tenemos que (7,7 )jaxa = Ta x Ty (es facil de
comprobar).
o) Tex T =T
®) Taise X Taise = Taise-
o) (R" x R, T x To") = (R, Toom).
B (z,€) x BL(y,€) = BE™((z,y),€).
(|

Observacion. Sean (X, T), (Y,T") dos e.t., C € Cy, C" € C» = C x C' € Crx7r.
Demostracion. En efecto,
(X xY)\(Cx C) = {(z.) € X x Vi (1,5 ¢ Cx C)} = (X\ Cx ) U(X x (T\ "))

y como ((X\C xY)), (X x(T'\C")) € T x T, entonces la unién de abiertos en la
topologia producto es abierto.
]

Cabe destacar que el reciproco no es cierto, es decir, no todo cerrado en 7 x T es
producto de cerrados. Por ejemplo, en (R?, 7,), ([0,1] x [0,1]) U ([1,2] x [1,2]).

g
Definicién 2.7. Sean X, Y dos conjuntos no vacios, se definen las proyecciones

Tx X XY > X Ty : X XY =Y
(z,y) = (z,9) =y

Son sobreyectivas
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O

Proposicién 2.10. Sean (X, 7T), (Y, T’) e.t., entonces mx : (X XY, TxT") — (X, T)
ymy (X xY, T xT')— (Y, T') son continuas y abiertas.

Demostracion. Veamos en primer lugar que 7y es continua. Sea U € T tendré que

ver que 75 (U) € T x T'. Tenemos que 7" (U) = {(v,y € X xY 1z € U)} =
UxY eTxT'.

Veamos ahora que es abierta. Para ello consideramos By = {UxU": U € T,U’ €
T'} base de T x T'. Sea U x U’ € Byyy, entonces mx (U x U')=U € T.
O

Ejercicio 2.3.1. En general, las proyecciones no son cerradas.

0

Proposicién 2.11. Sean (X,T), (Y,7T") dos e.t., entonces T x 7" es la topologfa
menos fina en X X Y que hace que las proyecciones sean continuas. Es decir, si T es
una topologia en X xY tal que mx : (XY, 7T) = (X, T)ymy : (XxY,T)— (Y, T7)

son continuas, entonces T x 7' < 7T.

Demostracion. Supongamos '7~'~y seaUx U € Bry = U € T,U" € T'. Tendremos
que comprobar que U x U’ € T. Tenemos que

UxU ={(z,y) eXxY:zeUyelU'}
={(z,y) e X xY:zeU}n{(r,y) e X xY :yeU'}
=(UxY)N(X xU) =7 (U) Na, (U

Como 7y y my son continuas, tenemos que mx (U) € T y ™ (U') € T por lo que
su interseccién también estd en 7 y por tanto U x U’ € T.
]

Proposicién 2.12. (Placas del producto)
Sean (X, T), (Y, T’) dos e.t., g € X, yo € Y, entonces

(X {yo b, (T X T xeguoy) = (X, T)
{zo} x Y (T X T)l@oyxv) = (V. T')

Demostracion. Sea mx y tenemos
Ix x {yo}

(X X {yO}’ (T X T/)Xx{yo}) — (X’ T)
(x,90) — x

Para ver que es un homeomorfismo tendremos que ver que es biyectiva (que es claro
ya que su inversa serfa la aplicacién que lleva z al par (z,yo)), continua (que es claro
por ser la restriccién de una aplicacién continua) y abierta. Veamos entonces que es
abierta.

Sea Brwr = {U x U : U € T, U € T'} base de T x T'. Consideramos B =
{(UxU)YN(X x{y}) : U € T,U € T'} que es base del subespacio. Tenemos
entonces:
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/ 0 si U’
A:(UXU)Q(JZX{yO}):{Ux{yO} si :ZgiU/
Tenemos que
B [0 st oy gU
X\Xx{yo} (A) N WX(A) B { U si Yo € U

Por lo que Xt (A) € T y ya tenemos que es abierta y por tanto un homeomor-
fismo. ‘ O

Proposicién 2.13. Sean (X,7T), (Y,7’) dos e.t., entonces
(i
(ii

) (X x Y, T xT") es AN <= (X,7)y (Y,T") son 1AN.
) (
(iii) (X xY,T xT") esT1 <= (X,T)y (Y,T") son TL.
) (
) (

X XY, TxT)es2AN < (X,T)y (Y,7') son 2AN.
)
(iv) (X xY, T xT)esT2 < (X, T)y (Y,T') son T2.
(v )

Demostracion.

X x Y, T xT') es metrizable < (X, T) y (Y,7’) son metrizables.

=) Supongamos que (X xY, T xT") cumple P, entonces (X X{yo}, (TXT")xx{xo})
cumple Py como P es un invariante topoldgico, entonces (X, T) que es homeo-
morfo a dicho espacio también la cumple. Andlogamente obtengo que (Y, 77)
también verifica P (considerando el subespacio ({zo} X Y, (T X T"){z1xy))-

<) (i) Hecho en clase.
(i)
)
)

(iii
(iv) Sean (z,y), (2',y") € X X Y con (x,y) # (2/,y) y supongamos que x #
2’ (esto no quita generalidad ya que en caso de que = = 2/, entonces
necesariamente y # 1’ y se razonaria de forma simétrica). Como X es
T2, entonces existen U1, Uy € T conz € Uy, 2/ e Uy y Ui NU; = 0 =
(x,y) eUy xY e TxT 'y (a,y) € Uy xY €T x T por lo que tenemos
que (U1 xY)N Uy xY)=(U;NUy) XY =0 xY =0y lo tenemos.

(v) Es un ejercicio de anélisis I. Se hace de la siguiente forma. Supongamos
que T =Ty y T =Ty y podemos definir

Hecho en clase

Es andloga que (iv)

d: (X xY)—=[0,400]
((z,y), (2", y) = d(2,2") + d'(y,v)

Solo quedaria comprobar que d es una distancia en X x Y (que no es
materia de esta asignatura) y comprobar que 7;="7T x T".

O
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Definicién 2.8. Sea f: Z — X x Y una aplicacién, escribimos f = (fx, fy) donde
fx=nmxof:Z—>X
fy =Ty O f =Y

A estas aplicaciones las llamaremos aplicaciones componentes de f. Tenemos
entonces f(2) = (fx(2), fr(2)) € (X x ).

O

Proposicién 2.14. Sean (X, T), (Y, 7))y (Z,T")et. Si f: (Z,T") = (X xY, T x
T") es una aplicacién, entonces:

fX :WXof : (ZaT”) — (X>T>
fy=myof:(Z,T") = ¥.T)

f es continua <+— son continuas

Es decir, la funcién f es continua si y solo si lo es en cada una de sus componentes.
Demostracion.
<) Trivial por ser composicién de aplicaciones continuas.

=) Sea U x U' € Bry7» C T x T'. Tendremos que ver que f~(U x U’) € T".
Veamos cudl es la imagen inversa. Tenemos que

AU XxUY={2€Z:f(2) e (UxU)y={2€Z: fx(z) €U, fy(z) €U} =
=fXO)NnfFU)eT”

por ser interseccién de abiertos en 7.
]

Definicién 2.9. Sean X, X5, Y1,Ys # 0, f1 : X1 = Y1, fo : Xo — Y5 aplicaciones,
se define la aplicaciéon producto de f; y f> como

f1Xf22X1XX2—>}/1X}/2
(w1, 22) = (f1 X fa)(w1,22) = (f1(21), fo(2))

0

Proposicién 2.15. Sean (X;,T;), (Y;,T}) et. para i = 1,2y fi(X;,T;) — (Y3, T;)

’ T
funciones entre e.t. para ¢ = 1,2. Consideramos la aplicaciéon producto f; X fy :

(X1 x Xo,T1 X T2) = (Y1 x Y5, T/ x 7). Entonces
(i) f1 X fo es continua <= f1 y fo son continuas.
(ii) f1 X fy es abierta <= f; y fo son abiertas.

(iii) f1 x fo es homeomorfismo <= f; y f2 son homeomorfismos.

Demostracion.

(1) Sea U x Uy € Brywyy = (fu x fo) H(U] x Up) = 7 (U7) x f3(U3)
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=) iU x f;1(Us) € Ty xTo. Como la proyeccion my, es abierta, 7, (f;(U}) x
f1(Uy) = [0y
<) Trivial

(i) (fi x f2)(Ur x Uz) = fi(Ur) x f2(Uz).
(i) (fix fo) ' =fr'x fy!

O
Corolario 2.15.1. Si (X;,7;) = (Y;,7/) con i = 1,2, entonces:
(X1 X Xo, Ti xT2) = (Vi x T, T/ X T3)
O

Definicién 2.10. (Productos finitos) Sean (X, 7;) e.t. parai =1,...,nconn € N,
definimos:

BTIX...X'];L:{UlXUQX"'XUniUiEE Vze{l,,n}}CP(XlxxXn)

Entonces Br «..x7, es base de una tnica topologia Ti,...,7, en Xi,...,X,. Al
espacio topolégico (X X -+- x X, Ty X - -+ X T,) lo llamaremos espacio topolégico
producto de (X, 7T;)

g
Observacion. Todos los resultados vistos para n = 2 son ciertos para cualquier n > 2.
U

Definicién 2.11. (Topologia inicial) Sean X # () un conjunto, {(X;,7;)}ics una
familia de et. y F = {f; : X — X,}ic; una familia de aplicaciones. Se llama
topologia inicial en X para la familia F a la unica topologia T que tiene por
subbase a

D#£S={f"U):UeX;iclcPX)
Esta topologia es la menos fina que hace que todas las aplicaciones f; sean continuas.
(]
Proposiciéon 2.16. Con esta notacion:
(i) fi: (X, Tx) — (X;, T;) es continua Vi € I.

(ii) Si7 esuna topologiaen Xy f;: (X,7T) — (Y;,7;) es continua Vi € I, entonces
T < T

(iii) Sif:(Z,T") — (X, Tx), entonces f es continua <= (fiof)(Z,T") — (Xi, T;)
es continua Vi €

Demostracion.

(i) Trivial
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(i) Trivial

(iii) Se deja planteada como ejercicio para el lector

Ejemplo.

o) Si(X,7),Y,T'sonet.y F={nx: XxY — X,my : X xY — Y}, entonces
(X XV, T3) = (X x V. T x T

o) Si (X,T)et, 0 #AC X, F=1{ia: A— X} (donde in es la aplicacién
inclusién de A), entonces (A, Tx) = (A, Ta) (ya que i, (U) = U N A).

2.4. Identificaciones y topologia cociente

Teorema 2.17. Sea (X,7) un e.t., Y # () un conjunto y la aplicacién f : (X,T) —
Y, entonces la familia

Tr={UcCY:f (U)eT}CP®Y)
es una topologia en Y que llamamos topologia final para la aplicacién f. Ademas,
(i) f:(X,T)— (Y, T;) es continua.

(ii) Si 77 es una topologia en Y con f : (X,7) — (Y,T’) es continua, entonces
T < T;

Esto quiere decir que la topologia final es la topologia maés fina que hace que la
aplicacion f sea continua.

Demostracion. Veamos en primer lugar que efectivamente 7T; es una topologia en X
(A1) f'0)=0eT=>0eT;. f'V)=XeT=>YeT;
(A2) Sea {U/}ier C Ty. Queremos ver que |J U € Ty.
i€l
! (U U{) =Urriwoner=UuvieT;

iel iel iel

(A3) Sean Uj,U; € Ty tendremos que ver que U; N U} € Ty.
fUING) = UDNfHU) eT
por ser interseccién de abiertos en 7.
Veamos ahora que verifica las 2 propiedades que menciona el teorema:
(i) Trivial (por la definicién de Ty)

(ii) Sea U" € T veamos que entonces U’ € Ty. Por ser f continua tenemos que
YUY e T = U"€T;y lo tenemos probado.

33



Topologia I 2. Aplicaciones entre Espacios Topoldgicos

g
Ejemplo.
o) Idx : (X, T) = X. Tray ={UeX: Idy'(U)eT}={UeX:UeT}

o) f:(X,T)— Y constante, es decir, f(z) =yy € Y Va € X. Entonces tenemos
que Ty = Taise ya que

Tr={UcCY:f'{(U)eT}=P®)
Esto se debe a que

X si y()EUI
0

raon={y 3 vy

¢) Consideramos la siguiente funcién
f(0,1], Tulpay) = Y ={0,1}

= 1 si xe€]0,12
. 0 si xe (Yol

Entonces tenemos que
7} = {U/ - {07 1} : f_l<U/) € 7;’[071]} = {wa {07 1}7 {0}}
Veamos por qué {0} € Ty pero {1} ¢ T;

FHA0}) = (/2,1 € Tolpa = {0} € Ty
F7HL) = 10,72 ¢ Taloy = {1} € 75

Proposicién 2.18. Sea f : (X,Y) — Y una aplicacién. Entonces:

i) Una aplicacion g : (Y, T;) — (Z,T") es continua si y solosi go f : (X, T) —
f
(Z,T") es continua.

(X,T)

f| w
V. T) 5 (Z.T")

(ii) CTf = {Cl cY: f_l(C/) S CT}
Demostracion.

(i) =) Por ser go f composicién de continuas.
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<) Sea U” € T”, tendremos que ver que g~ (U") € T;.
FHHUM) = (g HTH U e T =g (U") €Ty

Donde en * hemos tenido en cuenta que g o f es continua. Por tanto
tenemos que g es continua.

(i) Sea C' C Y, C" € Cr;, <= Y\C €T; = [f'Y\O)eT <
fHen ecr

0

Definicién 2.12. Una aplicacién p : (X, 7T) — (Y,7T’) es una identificacién si p
es sobreyectiva y T’ = T,.

U
Observacion.
¢) Toda identificacién es continua.

o) Sip: (X,7T) — (Y,T') es una identificacién y g : (Y, T") — (Z,T") es otra
aplicacién con T’ = T,, entonces g es continua <= gop: (X,T)— (Z,7")
es continua.

Ejemplo.
o) Idx : (X,T)— (X,T’) es identificacién <= T =T".
®) p: Xpae ¢ ([0,1], Talpay) — (0,1}, 7y = {0,{0,1},{0}}) es identificacién

pero no es abierta ni cerrada.

p([0,Y/4)) = {1} ¢ T} pero [0,Y/4) € Tulpy
p([¥/s,1]) = {0} ¢ Cr, pero [¥/4,1] € Cr, o

O

Proposicién 2.19. Si f : (X,T) — (Y, T’) es continua, sobreyectiva y abierta, o
continua, sobreyectiva y cerrada, entonces f es una identificacion.

Demostracion. Por hipdtesis tenemos que f es sobreyectiva y queremos ver que
T'=T;. Como f es continua tenemos que 7' < T;. Supongamos que f es abierta y
querremos ver la otra inclusién. Sea U’ € Ty, entonces tenemos que f~*(U) € T. Por
ser f abierta tenemos que f(f~}(U)) € T’y ya tenemos probada la doble inclusién.

g
Observacion. Una identificaciéon puede no ser abierta ni cerrada.

]
Ejemplo. 7x(X xY,T xT') = (X,7T) es una identificacion

]
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Corolario 2.19.1. Sea f : (X,7) — (T,7) una aplicacién. Entonces f es un
homeomorfismo si y solo si f es una identificacién inyectiva.

Demostracion.

=) Si f es un homeomorfismo entonces por definicién es inyectiva, sobreyectiva,
continua y abierta por lo que es una identificacién inyectiva.

<) Si f es una identificacién inyectiva entonces, por definicién es biyectiva, conti-
nua y 7 = T;. Veamos que ademds es abierta. Para ello consideramos U € T
y tenemos que f(U) € T; <= [f~'(f(U)) € T lo cual se verifica por ser
sobreyectiva. Como f(U) € Ty, entonces f es abierta y por tanto es un ho-
meomorfismo.

0

Definicién 2.13. Si p : X — Y es una aplicacion y A C X, diremos que A es
p-saturado si p~'(p(A)) = A, esto es, p~!(p(A4)) C A (la otra inclusién siempre se
da).

O

Proposicién 2.20. Sea (X,7) un e.t., Y un conjunto y p : X — Y una aplicacién
sobreyectiva. Entonces

(i) T, ={p(U) :U €T con U p-saturado}

(ii) C7, = {p(C) : C' € Cy con C p-saturado}
Demostracion.

(i) Vedamoslo por doble inclusién:

C) Sea U’ € T, entonces p~*(U’) € T. Si tomo U = p~'(U’) tendremos que
ver que U es p-saturado. Tenemos que p‘l(p(U)) = p—l(p(p—l(U/>)) —
p Y (U") = U y lo tenemos.

D) Sea U € T con p(p(U)) = U tendremos que ver que p(U) € T,. Por ser
U p-saturado tenemos que p~(p(U)) =U €T € T.

(ii) Se deja planteada como ejercicio para el lector.
O

Corolario 2.20.1. Sip: (X,7) — (Y, T’) es una aplicacién sobreyectiva, entonces
equivalen:

(i) p es una identificacion.
(i) 7"=T,=A{p(U) : U € T p-saturado}.
(iii) Cr» =Cp, = {p(C) : C € Cr p-saturado}.
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Proposicién 2.21. Sean p: (X,T) = (Y, T)yp : (Y,T') — (Z,T") aplicaciones
y consideramos su composicién p' op: (X, T) — (Z,T"). Entonces:

(i) p,p’ identificaciones = p’ o p identificacion.
(i) p,p’ continuas y p’ o p identificacién = p’ identificacion.
(iii) p identificacién = (p’ identificaciéon <= p’ o p identificacién).

Demostracion. La demostracién se deja planteada como ejercicio para el lector.
g

Corolario 2.21.1. Sip: (X,7T) — (Y,7’) continua y admite una inversa continua
por la derecha, es decir, 3f : (Y,7') — (X,T) continua y tal que po f = Idy,
entonces p es una identificacion.

Demostracion. Como po f = Idy es un homeomorfismo, en particular es una iden-
tificacion y como f y p son continuas, por la proposicién anterior sabemos que p es
una identificacion.

O

Definicién 2.14. Sea (X, 7) un e.t. y sea R una relacién de equivalencia en X con
la proyeccion dada por

p: X = X/R
z— [x] ={a' € X : xRz}
Llamaremos topologia cociente y la notaremos por 7 /R a la topologia final en
X/R asociada a p, esto es T /R = T,. Al espacio topolégico (X/R, T /R) se le llama
espacio topoldégico cociente de (X, T) por la relacién de equivalencia R.

O

Propiedades. En esta situacién, p : (X,7T) — (X/R,T/R) es una identifiacién,
luego:

(i) p es continua y T /R es la topologia més fina que hace a p continua.

(ii) f:(X/R,T/R) = (Y,T") continua <= fop: (X,T)— (Y,7’) continua.
(iii) T/R={U C X/R:p " (U) € T} = {p(U) : U € T p-saturado}.
(iv) Crjr={C C X/R:pY(C) € Cr} = {p(C) : C € Cr p-saturado}.

(v) A C X es psaturado <= p '(p(A)) = A <= pa) =[a] C A Va €
A<= €A Vre X tal que da € A con zRa.
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Definiciéon 2.15. Si f : X — Y es una aplicacion y R es una relacién de equivalencia
en X con proyeccion p : X — X/R.

f
—— Y
A

Ny

X
/|

X/R

Se dice que f es compatible con R si f(x) = f(2') Vz,2’ € X con xRz'. En este

caso, la aplicacién f baja al cociente como una aplicacién bien definida, es decir,
que hace que el diagrama sea conmutativo. Se le suele notar por f : X/R — Y tal

que f(2]r) = f(x) con fop = .

U
Corolario 2.21.2. Con topologias (X, T), (Y,7") y (X/R,T/R), entonces
(i) f es continua <= f es continua.
(i) f es una identificacién <= f es una identificacién.
(|

Definicién 2.16. Si f : X — Y es una aplicacion y R es una relacion de equivalencia
en X con proyecciéon p : X — X/R y S una relaciéon de equivalencia en Y con
proyeccién ¢ : Y — Y/S.

Se dice que f es compatible con Ry S si f(z)Sf(z') Vz,2’ € X con xRx’. En
este caso, la aplicaciéon f baja a los cocientes como una aplicacién bien definida
Se nota por f: X/R — Y/S tal que f([z]r) = [f(x)]s con fop=gqo f.

O

Corolario 2.21.3. Con topologias (X, 7T), (Y,7") y (X/R,T/R) y (Y/S,T'/S),

entonces
(i) f es continua = f es continua.

(ii) f es una identificacién = f es una identificacién.
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Definicién 2.17. Si f : X — Y una aplicacién, se induce una relacién de equiva-
lencia Ry en X dada por

tRpx = f(x) = f(2')

Ademas, f baja al cociente como una aplicacion inyectiva

O

Proposicién 2.22. La aplicacién f : (X,7) — (Y,7’) es una identificacién si y

solosi f: (X/Ry, T/Ry) — (Y, T') es un homeomorfismo.

NSy

x .y

o
pfl ) -7
X/R
En este caso, (X/Ry, T/Rys) = (Y, T7).
Demostracion.

<) f homeomorfismo = f identificacién y como ademas py es identificacion, te-

nemos que f = f opys es una identificacion y lo tenemos.

=) f y ps son identificaciones por lo que f = f o p; es identificacién y como
ademas f es inyectiva tenemos que f es un homeomorfismo.

]
Observacion.
¢) Salvo homeomorfismo, toda identificacién es una proyeccién al cociente.

) Para encontrar un homeomorfismo (X/R,T/R) — (Y,T’) “basta’! encontrar
una identificaciéon f: (X, 7T) — (Y,7’) con Ry = R.

0

Ejemplo. (Cociente por un subconjunto) Sean (X, 7 ) un e.t. y un subespacio () #
A C X. Se define la relacién de equivalencia R4 en X como

r =21

TRA7 = )
{z,2'} C A

Se denota (X/A, T/A) = (X/Ra, T/Ra).

Ino siempre es facil
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Si el conjunto A es abierto, entonces la proyeccion pu : (X, T) — (X/A, T/A) es
abierta. Si A es cerrado, entonces la proyeccion py : (X, T) — (X/A, T /A) es cerra-
da. Veamos por qué esto es cierto:

Para ello tomo B C X. Sabemos que

- B si BNA=10
pﬁ@MB»:{BUA si BNA#D

Si A es abierta entonces tenemos que p,'(pa(B)) € T VB € T . Si A es cerrada
entonces tenemos que p,'(pa(B)) € Cr VB € Cr .

0

Ejemplo. Consideramos la topologia ([0, 1], 7,,) y el conjunto A = {0, 1} que induce
la relacién R 4. Podemos ver intuitivamente que esta relacion identifica el 0 con el 1
y al resto de puntos los deja igual. Podemos considerar ([0,1]/{0, 1}, Tu|(0,11/{0, 1}).
De nuevo intuitivamente podemos considerar que cogemos el intervalo [0,1] y lo
unimos por los extremos creando una circunferencia. Podemos intuir que

([0,1]/{0, 1}, Tuljon /{0, 1}) = (S', 7o)
(en la préxima sesién se verd la formalizacién de este homeomorfismo).
O

Ejemplo. Consideramos en R? la bola unidad cerrada (B(0,1),7,) y considero A =
S'. Tenemos entonces (B(0, 1)/S", Tulg(o1y/s1) = (S% To)-

0

Ejemplo. Consideramos ([0, 1] x R, 7,). Definimos la relacién de equivalencia R
como

EpREY) = )= 6ao] o A7
O

Ejemplo. Consideramos (X, 7T ), (Y,7’) e.t y la proyecciéon wx : (X XY, T xT") —
(X,7T) que es una identificacién (ya visto en clase). Consideramos también R, :
(X XY, TxT')—= (X xY/R,,T xT'/Rr,) dada por

(%Z/)wa(xl,y/) < T = x

Esto identifica todas las rectas verticales de un plano en un punto por lo que tenemos
que (X XY/R. ., T xT'/R:,) = (X, T).

O

Lema 2.23. Si A C R" cerrado en 7, y acotado y una aplicacién f : (A, T,|la) —
(R™,T,) continua, entonces f es cerrada.

O
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Ejemplo. Consideramos el intervalo [0, 1] y la relacién Ry} dada por

r=1Yy
TRy < 0

{z,y} = {0, 1}
Tenemos que encontrar una identificacién f : ([0,1],7,) — (S',7.) y tal que
Rf == R{O,l}-
Podemos definir

f:[0,1] —S'
t — (cos(2mt), sen(2mt))

Esta funcion tiene las siguientes propiedades:
e) f es continua.
e) f es sobreyectiva.
o) f es cerrada (por el lema anterior).

Por tanto es una identificacién y ademds tenemos que f : ([0,1]/Ry, To/Rs) —
(S',7.). Nos queda comprobar que Ry = Ry 1. Para ello sabemos que 2 Ry1’ <=
flz) = f(2) <= x=uzo0{z,2'} ={0,1} y tenemos la igualdad buscada (ya que
coinciden en su definicién).

Este ejemplo se llama circunferencia como cociente del [0, 1].

Ejemplo. (S! como cociente de R) Consideramos la aplicacién

frRTa) = (84, T0)
f(t) = (cos(27t), sen(27t))

Intuitivamente podemos ver que f “enrolla” [a,a + 1) en S!. Esta aplicacién tiene
las siguientes propiedades:

e) [ es continua.
e) f es sobreyectiva.

e) f es abierta. Para verlo consideramos B = {(a,b);a < b,b — a < 1/2} base de
T.. Tengo que ver si f((a,b)) C S* es abierto en 7,. Sabemos por la restriccién
que se ha dado entre la distancia entre a y b que el dngulo entre f(a) y f(b) es
menor que 7y ademds f(a,b) serd el arco de la circunferencia que quede entre
f(a)y f(b). Entonces tengo que f((a,b)) = UNS! con U el cono abierto en R?
con vértice (0,0) y lado las rectas que pasan por f(a) y f(b) respectivamente.

Por tanto f es una identificacion y tengo que f es un homeomorfismo. Tenemos

cos(2mz) = cos(2mx’)

/
sen(2mz) = sen(27x’) Tov el

rRpr = f(x) = f(2)) = {
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O

Ejemplo. (El cilindro S! xR como cociente de [0, 1] xR) Este ejemplo es el desarrollo
de un ejemplo de la sesion anterior y teniamos

(z,y) = (2',y)
(x,y)R(x’,y’) — 0]
Yy = y/a {:U,f} = {07 1}

Queremos ver que ([0,1] x R/R, T,/R) = (S! x R, Ty,).
En primer lugar sabemos que S! x R = {(z,y,2) € R3: 22 + y? = 1}.
Buscamos una identificacién ¢ : ([0,1] x R/R, T,/R) — (S* x R, T,) con Ry = R.

g9(x,y) = (cos(2mx), sen(27z), y)
Y tenemos que g = f x Idg, donde f es la identificacion del ejemplo anterior y como

es un producto de identificaciones es una identificacion.

Nos queda ver que R, = R. Por definicién sabemos que

(z,y) = («"9/)
(x,y)Rg(a:’,y’) <~ g(x,y) = g(xlvy/) — 0
= y,7 {x,x’} = {07 1}

Y tenemos lo buscado y por tanto ([0,1] x R/R,, To/Ry) = (S' X R, T,).

Ejercicio 2.4.1. (El cilindro S' x R como cociente de R = R x R)
Consideramos la siguiente relaciéon de equivalencia:

(z,y) = (@, 9)
(z,9)R(2",y) <= 0
y=y,x—a2 €

Se deja planteado como ejercicio (estd muy relacionado con los ejemplos anteriores).
([

Ejercicio 2.4.2. (El cilindro acotado como cociente de [0,1] x [0, 1])
Podemos escribir el cilindro como {(x,y,2) e R® : 2 + 9> = 1,0 < 2 < 1}

0

Ejemplo. (La cinta de Mobius)
Se define la cinta de Mobius finita como el cociente de ([0,1] x [0,1],7,) con la
relacién de equivalencia R dada por

(2, y) = (2",y)
(z,y)R(2",y) = 0
{xvxl} = {07 1}7?/ =1- y/
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La cinta de Mobius infinita se define como el cociente ([0,1] x R/R,T,) donde R
esta dada por

(z,y) = (2", v)
(:E’ y)R(‘T’? y,) <~ o

{x,m’} = {07 1}ay = _y/

Ejemplo. (Toro)
Se define el toro como ([0, 1] x [0,1]/R,T,/R) donde R viene dada por

( (z,y) = (', y/)
{CL’, J:/} = {07 1}>y = y,
(l‘,y)R(.ﬁE,,y/) <~ o
r=ua, {y7y/} = {07 1}
[ (z,9), (", y) € {(0,0),(0,1),(1,0), (1, 1)}

Notaremos el toro como T = (S! x S, 7, x 7,,). Considero

g:10,1] x[0,1] — S' x §*
(x,y) — (cos(2mx),sen(2mx), cos(2my), sen(27y))

Geométricamente se define el toro como
X ={(z,y,2) € R*: (Va2 + 92 —2)* + 22 =1}
Podemos definir

h:[0,1] x[0,1] = X
(t,s) — (cos(2mt(cos(2ms) + 2)), —sen(2m)(cos(2ms) + 2),sen(27s))

O

Ejemplo. (El espacio proyectivo (real))
Se define el espacio proyectivo de dimension n > 1 como el espacio cociente

RP" = (R"*'\ {0}/R, 7./R)
donde R es la relacién de equivalencia dada por
TRy <= IN€ R\ {0} con Az =y donde x,y € R"*\ {0}
Veamos algunas consecuencias de esta definicion:

o) RP" = (S"/S,7T./S) con xSz’ <= x = +2'

Rn—‘rl 9 Sn

al \ps) Jps

RP" = R"™*1 /R ----> S"/S

7
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Topologia I 2. Aplicaciones entre Espacios Topoldgicos

Para ello podemos definir la siguiente aplicacion

g: R”+1\{O} - S
x

]l
A partir de aqui tenemos 2 formas de comprobar si estos espacios son homeo-
morfos.
e La que se trabajo en los ejemplos anteriores
e Comprobando que g es compatible con R y S y viendo que § es un
homeomorfismo.
Veamos esta segunda forma de hacerlo:

Supongamos z,y € R""!\ {0}. Entonces tenemos
zRy <= JIA € R\ {0} con z = \y
Veamos que entonces g(z)Sg(y)

x Ay Ay
g(x) = o0 T

=Tl il T T~ A9 = 29(y) < = 9(@)S9()

Y tenemos entonces que 37 : RP" — S" /S continua y con g o pgr = ps o g. Me
queda ver que g es un homeomorfismo.
Para ello buscaremos una inversa de g que sea continua. Consideremos la
aplicacion inclusion dada por
i:S"—= R {0}
T

Que verifica el siguiente diagrama

Spp— U AN)}

| e

SR — » Rn1/R = RP"

i

Esta aplicacion es claramente continua. Veamos que i es inversa de g y que es
compatible con Ry S. Tenemos lo siguiente para z,x’ € S™

ST = ' =+r <— zRx

por lo que 37 : S*/S — R**1\ {0}/R continua. Veamos que efectivamente es
inversa de g.

Sea [x]r € RP™. Entonces

(3(alw) = i(l9(@)]s) =7 ({—}) - [i} ~ s



Topologia I 2. Aplicaciones entre Espacios Topoldgicos

Consideramos ahora [z]s € S"/S. Ahora tenemos

X

§(i(12]s)) = (li()]r) = (lalm) = [g(a)]s = [ ] = [dls

SN

Donde en * hemos aplicado que [z]s € S"/S y por tanto ||z|| = 1.
Finalmente tenemos que g es un homeomorfismo y por tanto RP™* = (S"/S, 7, /S).

e) RP" = (B"/R',T,/R') con R' dada por
=y
TRy — 0
v =y, ] =1
Sabemos que RP™ = (S"/S,T,/S) con S dada por

xSt — xr =42

Veamos que efectivamente se da el homemorfismo RP* = (B" /R, T,/ R').

Para verlo podemos considerar la aplicacién f(z) = (z,y/1 — ||z]]) que es
claramente continua, cerrada (por el lema ya que B" es cerrado y acotado).

B — 7 sn

lﬁfl

B"/R ---- S"/S

Queremos ver ahora que pg o f : B" — S§"/S es una identificacién. Sabemos
que es continua y sobreyectiva. Veamos que es también cerrada.

Para ello tomamos C' C S cerrado. Tenemos que pg'(ps(C)) = C U (=C) €
Cr,len donde (=C) ={z € S": —z € C}.

lsn
Por tanto tenemos que 3f : (B"/Ry.of, Tu/Rp.of) — (S"/S, To/S) = RP™.

Solo nos queda ver que R, .; = R'. Para ello tomamos z,y € B" v tenemos

TRpgory <= (pso f)(@) = (pso [)ly) <= [(@,vV1-|z)]s =y, vV1-llyl]s <
— ’ j ! <~ zR'y
r=—y llzf| =1

Y ya lo tenemos.

Ejemplo. (La esfera S? como cociente)
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o) (S*,T,) = (B2/R, T,/R) donde R es la relacién dada por

(I,y)R(ZL',,y,) — { (1.7(;:)’1) (z/,(f/;;l)/)g Sl

o) (S2,7,) = ([0,1] x [0,1]/R,T,/R) donde R es la relacién dada por

{(z,9), (")} = {(£,0),(0,8)} ¢ €0,1]

{(z,9), (2,y)} =

(z,y)R(2",y) <=

La demostracion de estos ejemplos se deja como ejercicio
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3. Conexion y Compacidad

3.1. Conexion

Una primera intuicién nos puede decir que un conjunto es conexo si todos sus puntos
estdn conectados. Por ejemplo el e.t. (R, 7,) parece que es conexo mientras que otro
espacio como el ([0, 1)U {2}, 7,) esta hecho de varios “trozos” y por tanto no parece
ser conexo. Incluso cambiando la topologia puede ser que este segundo espacio fuese
conexo (es por esto que no nos tenemos que dejar llevar siempre por la intuicién).

Definicién 3.1. Sea (X, 7) un e.t.

e) Una separacion de (X, 7)) es una pareja de abiertos {U, V'} C T que verifican
UuV=XyUnV =0.

Se llama separacién trivial a {X,0}.

e) (X,7) es conexo si su tnica separacion es la trivial, es decir si U,V € T con

UuV=XyUNV =1, entonces U =0 oV = (.

e) (X, T) es disconexo si no es conexo, es decir, si existen U,V € T con U # ()
yV #0de foormaque UUV =X yUNV = 0.

¢) Un subconjunto A C X no vacio se dice conexo en (X, 7)) si (A4, Ta) es conexo
y disconexo en caso contrario.

Ejemplo.
o) (X,7T;) es conexo siempre.
o) Si #X =1y consideramos (X, 7 ), entonces es conexo.

o) Si #X > 2 = (X, Tayse) es disconexo. Para verlo podemos tomar U € Ty
con U ¢ {0, X} y entonces tenemos X \ U € Ty v ademéas X \ U #¢ {X, 0}
y tenemos que UN (X \U) =0y UU (X \U) = X.

o) (X,7T.,) es conexo (si U,V € T,, no vacios, entonces zq € (UNV) # ().

o) Si #X = o0 = (X, Tcor) es conexo. Para verlo supongamos que existen U, V' €
Ter\ {0} con UUV =X y UNV = 0. Entonces X \ U, X \ V son finitos y
entonces (X \U)U (X \ V) es finito pero (X \U)U(X\V)=X\(UNV)=X
que no es finito y por tanto llegamos a contradicion.
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) ({0,1}, Tulj013) es disconexo ya que {{0},{1}} es una separacién.
¢) ({0,1},7) con T = {0,{0,1},{0}} es conexo.

o) X = ({0} x R)U ({1} x R) C R? es disconexo en (R2, T).

¢) [0,1] U {2} C R es disconexo en (R, T;)

e) Q C R es disconexo en (R, 7,).

) Z es disconexo en (R, 7,).

Teorema 3.1. Si (X, 7) es un e.t, entonces equivalem:
(i) (X,7T) es conexo.
(i) Si A € (T NCy), entonces A € {0, X'}.

(iii) (X,T) cumple la propiedad de los valores intermedios’, es decir, si f :
(X,7) — (R, 7T,) continua y a < b € f(X), entonces [a,b] € f(X).

(iv) Sig: (X,7T)— ({0,1}, Taisc) es continua, entonces g es constante
Demostracion.

)=@{) ) AeTNCr=(X\A) eT ={A,(X\A)} es una separacién de (X, T). Por
(i) tenemos que {4, (X \ A)} = {X,0} por lo que A € {0, X}.

(ii)=(iii) ) Sea f : (X,T) — (R,7,) continua. Veamos que verifica la propiedad de los
valores intermedios. Hagamos una distincion de casos:

e) Si f es constante, entonces cumple trivialmente PVI.

e) Si f no es constante podemos considerar a < b € f(X) y tendremos
que ver que [a,b] C f(X). Supongamos que no, es decir, que 3¢ € (a,b)
con ¢ ¢ f(X). Definimos A = f~!((—o0,¢)) = f~}((—o0,c]) y como f
es continua tenemos que A € (7 N Cy) por lo que por (ii) sabemos que
A € {0, X}. Sin embargo, sabemos que a € f(X) y a < ¢ por lo que
A # (. Ademés, b € f(X) pero f~1(b) ¢ A por lo que A # X y llegamos

a contradiccién.

(ili)=(iv) ) Sea g : (X,T) — ({0,1}, Taisc) continua. Sabemos que Tgisc|(o13 = Tulfo1} ¥
entonces podemos considerar la composicién con la inclusién io g : (X,7) —
(R,7,) es continua. Por (iii) sabemos que (i o ¢)(X) C R es un intervalo.
Ademés, (10 g)(X) = g(X) € {0,1} y es un intervalo (con la observacién que
viene a continuacién). Esto implica que g(X) = {0} o g(X) = {1} lo cual
implica que g es constante.

LA partir de ahora lo notaremos por PVI
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(iv)=(i) ) Sea {U,V'} una separacién de (X, T). Veamos que {U,V} = {X,0}. Para ello
considero la aplicacién g : (X,7T) — ({0, 1}, Tas.) dada por

(z) = 0 sizelU
=11 sizeV

Y tenemos que es continua ya que ¢ 1({0}) =U € Ty g '({1}) =V € T.
Por (iv) tenemos que g = cte y por tanto, U = ) o V = ) y como es una
separacién tenemos que {U,V} = {0, X} y tenemos que (X, 7)) es conexo.

0

Observacion. Consideraremos que [a, a] = {a} y lo llamaremos intervalo (a pesar de
no ser estrictamente un intervalo segun su definicién formal). Con esto podriamos
traducir el apartado (iii) del teorema anterior en que f(X) sea un intervalo.

O

Corolario 3.1.1. (Teorema de Bolzano)
Si (X, T) es conexo, f: (X, T)— (R,7,) es continua y Jz,y € X con f(z) <0<
f(y), entonces 3z € X con f(z) = 0. Esto es por cumplir la PVIL.

0

Corolario 3.1.2. Si (X,7) conexoy f : (X,7) — (R,7,) continua con f(x) #
0 Vx e X, entonces f > 00 f <0 en todo X.

O

Corolario 3.1.3. Si ) # A C R, entonces A es conexo en (R,7,) <= A es
unitario o A es un intervalo.

Demostracion.

<) Si A es unitario es conexo. Si A es un intervalo, entonces (A, 7,|4) cumple la
PVI? y por el teorema tenemos que A es conexo en (R, T,).

=) Supongamos que A es conexo y que no es ni unitario ni un intervalo. Por tanto
existen a < ¢ < btalesque a,b € A peroc ¢ A. Consideramos U = (—o0, ¢)NA,
V = (¢, +00) N Ay tenemos que {U,V'} es una separacién de (A, 7,|4) que no
es trivial ya que a € U y b € V por lo que (A, T,|4) es disconexo y llegamos a
contradiccion.

0

Observacion. La conexién no es una propiedad hereditaria.

0

Corolario 3.1.4. Si (X,7T) es conexoy f: (X,T)— (Y, T') es continua, entonces
f(X) es conexo en (Y, T7).

Si f es ademés sobreyectiva, entonces (Y, 7”’) es conexo.

2la estudiada en la asignatura de Célculo I

69



Topologia I 3. Conexién y Compacidad

Demostracion. Tenemos que comprobar que (f(X),7"|fx)) es conexo. Para ello
consideramos ¢ : (f(X), T"|sx)) = ({0,1}, Taise) continua y tendremos que ver que
g = cte. Tomamos g o f/X) (X, T) — ({0,1}, Taise) que es continua (por ser
composicién de continuas) y ademds, por hipdtesis tenemos que (X,7) es conexo
por lo que go f F(X) es constante y por tanto g es constante y por el teorema anterior
tenemos lo buscado.

g

Corolario 3.1.5.
(i) La conexidn es un invariante topoldgico.

(i) Si f: (X,7) — (Y,T') es una identificacién y (X,7T) es conexo, entonces
(Y, T") es conexo.

(i) Si (X,T) es conexo y R es una relacién de equivalencia en X, entonces
(X/R,T/R) es conexo.

(iv) (S', T.|s1) es conexo.

(v) la,b],[a,b),(a,b] y (a,b) no son homeomorfos en (R, 7,)

(vi) (R\ {z},7.) no es homeomorfo a (R, 7,).

(vi) (R, 7,) no es homeomorfo a (S!, 7|s1).

Demostracion.

(i) Trivial.

(i) Trivial.

(iii) Trivial.

(iv) Sabemos que ([0,1], 7,|[,1]) es conexo y tenemos que existe una funcién f :
([0,1], Tuljo,)) — (S*,7.) es continua y sobreyectiva, por ejemplo, f(t) =
(cos(27t), sen(27t)).

(v) Supongamos que [a,b) = (a,b). Entonces tenemos que existe un homeomorfis-
mo /- ([a,8),T) — (@), T.). Pero entonces [l : ([a,), ) — ((a,5) \
{f(a)}, Ty) seria un homeomorfismo pero llegariamos a contradiccién ya que
la conexién es un invariante topolégico.

(vi),(vii) Se dejan planteadas como ejercicios para el lector.

0

Teorema 3.2. (Teorema del punto fijo) Si f : ([0,1],7.) — ([0,1],7.) continua,
entonces Jzg € [0,1] con f(xg) = xo.
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Demostracion. Sea h : [0,1] — [0,1] con h(x) = f(x) — = continua. Tenemos que
[0, 1] es conexo luego

h(0) = f(0) =0

h(1) = F1) 1< 0 } 0 € (1), h(0)] € A([0,1]) = Fzg : h(zo) = 0 =

= f(x0) = w0
]

Teorema 3.3. (Teorema de la invariaza del dominio) Si A # () es abierto en (R, 7,)
y f (A Tla) = (R, T,) es un embebimiento, entonces f(A) es abierto en (R, 7,).

Demostracion. Sabemos que A € T, y ademds A # () luego podemos escribir A =

U I; donde I; es un itervalo abierto en (R,7,) Vi € I, luego tenemos que f(A) =
el
f(U L) = U f(1;). Si conseguimos ver que f(I;) € T, Vi € I tendremos lo buscado.
iel el

Sabemos que I; es conexo y f es continua luego f(I;) es conexo en (R,7,) y por
tanto es un intervalo (no unitario porque f es inyectiva). Ademéds, como f es un
embebimiento tenemos que f(I;) = I; que es un intervalo abierto por lo que f(I;)
serd también un intervalo abierto y entonces f([;) € T,. Como i era arbitrario
tenemos lo buscado.

]

3.1.1. Construccion de conexos

En general, la unién de conexos no es conexo. En (R, 7,) tenemos que |0, 1{U]2, 3]
no es conexo. La interseccién tampoco lo sera. Por ejemplo, en (S!,7;) podemos
imaginar 2 abiertos que se “crucen” y su interseccién no serd conexa (ya que generara
otros 2 abiertos que no estaran conectados) como se ve en la figura a continuacién:

—

A

Proposicién 3.4. Sea (X, 7T) un e.t., {A;}ic; una familia de conexos en (X, T). Se
tienen:

(i) Si i, €I tal que A;NA;, #0 Vi€ I, entonces se tiene que |J A; es conexo

i€l
en (X, 7).
(ii) Si ﬂ[Ai # 0 = ;s Ai es conexo en (X, T).
ic
(i) SiI=Ny A, NA,;1 #0 Vn € N, entonces |J A, es conexo en (X, T).

neN
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Demostracion.

(i) Sea g : (UA,Tu) — ({0,1}, Taise) continua. Entonces Vi € I consideramos
i€l

gla, = (Ai, T) — ({0,1}, Taise) continua. Entonces tenemos que g4, es cons-

tante. En particular, g Ay = Cig- Tendremos que ver que ¢; = ¢;, Vi € I. Como

A;N A, # 0, entonces 3z € A; N A;, y entonces

() = g(x)
Aig (‘CE) = g(iL‘) }

¢ =49

= ¢;, = ¢; = ¢ es constante = A; conexo
Cio — g 10 1 g U )

el

(ii) Corolario de (i).

(iii) Se deja planteado como ejercicio para el lector.

Ejemplo.

o) A C R"™ se dice estrellado si Jzy € A tal que [z, 20" = {(Axo + (1 — Nx) :
A€ [0,1]} € A Va € A, es decir, si el segmento que une cualquier punto x de
A con el punto xg estd contenido en A.

En (R, 7,) todo subconjunto estrellado es conexo, A = |J [z, x¢], con xy €
z€A

N [z, x0] # O y [z, 20] es conexo. En particular, todo subespacio afin de R,

z€A

las bolas abiertas y cerradas y los convexos de R"™ son conexos.

o) (S", T,) es conexo. Para verlo, podemos considerar S* = (S*\ {N})U(S"\{S})
y como (S™\ {N}) = R* = (S*\ {S}) entonces S” es unién de conexos con
interseccion no vacia.

) Sin > 2, entonces R"\{0} es conexo, ya que R"™\{0} = (S” U [x, ﬁ] >
zeRnH1\{0}
Ademds, como R™\ {z} = R™\ {0} (aplicando una traslacién y — y — ), en-
tonces también sera convexo Vr € R”.

O

Corolario 3.4.1.
(i) R R"™ Vn > 2 yaque R"\ {z} es conexo pero R \ {0} no lo es.
(i) S* 2 S™ ¥n > 2 porque S'\{z} 2 S"\{z} ya que S'\{z} ¥ R 2 R" = S"\{z}.
([l

Teorema 3.5. (Teorema de Borsuk-Ulam) Si f : (S*,7,) — (R,7,) continua, en-
tonces Jpy € S™ tal que f(po) = f(—po).

Demostracion. Sea h : S" — R dada por h(p) = f(p) — f(—p) que es continua
por serlo f. Se tiene que h(—p) = f(-p) — f(p) = —h(p) = h = 0 o h toma
valores negativos y negativos. En este segundo caso tendremos que dpg € S™ tal que
h(po) = 0= f(po) — f(—po) y lo tenemos en cualquiera de los dos casos.

]
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Proposicién 3.6. Sea (X,7) un e.t. y A C X conexo. Si B C X cumple A C B C
A, entonces B es conexo. En particular, A es conexo.

Demostracion. Sea f : (B, Tg) — ({0,1}, Taise) continua. Tendremos que ver que f
es constante. Para ello, como A C B, puedo tomar A" —AnB=8B por lo que A

es denso en B. Por otra parte, f(zB) C f(A), y como A es conexo, f|4 es continua
y constante = f(A) = {0} o f(A) = {1}. En cualquier caso tendremos f(A) = {0}
o f(A) = {1}, luego f es constante porque f(B) C f(A).

(Il
Ejemplo.
e) Sea (X,7) un e.t. y supongamos que existe A C X denso y conexo, entonces

(X, T) es conexo.
o) f:0,1] = R, z > sen (1), A= G(f) = {(z,sen (1)) : z €]0,1]}. Entonces

z
A 2)0,1] que es conexo. Esto quiere decir que la gréfica de una funcién es
homeomorfa al dominio de la aplicacion,

A —10,1]
(x,sen (Yz)) —
Ademss, A= AU[(0,1),(0,—1)] es conexo.
O

Proposicién 3.7. Sean (X, T), (Y,7T') e.t. Entonces (X x Y, T x T') es conexo si
y solo si (X, 7T) y (Y,T') son conexos.

Demostracion.

=) Como las proyecciones mx y Ty son continuas y sobreyectivas, esta implicacion
es trivial.

<) Sabemos que (X,7) es conexo. Sea y € Y tenemos que (X x {y},T x
T'xxiyy) = (X,T) que es conexo. Si consideramos ahora © € X y ({z} x
Y, T x T'l{zyxy) = (Y, T"). Con esto tenemos que

XxY = (U{m}XY>U(XX{yo})

reX

Por lo que X X Y es unién de conexos y (X X {yo}) tiene interseccién con
todos los {z} x Y luego X X Y es conexo.

(|
Ejemplo. Los siguientes conjuntos son conexos:
e) S! X R (cilindro).
o) T=S!xS! (toro).
o) RP" =R""\ {0}/R (proyectivo).
¢) La cinta de Mdbius.
U
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3.1.2. Componentes conexas

Definicién 3.2. Sea (X,7) un e.t., x € X, se define la componente conexa (c.c.)
de z en (X, 7) como la unién de todos los conjuntos conexos de X que contienen a
z. Se le denota por C(z).

O
Proposicién 3.8. Sea (X,7) un e.t, z € X. Entonces

(i) C(x) es el mayor conexo en X que contiene a .

(ii) Las c.c. de (X, T) determinan una particién de X, es decir que |J C(z) = X
reX
y Vx,y € X se tiene que o bien C(z) = C(y) o bien C(z) NC(y) = 0.

(iii) (X,T) es conexo si y solo si tiene una tnica c.c., es decir, C(z) = X Vz € X.
(iv) Las c.c. de (X, T) son cerrados en (X, 7T) (en general no seran abiertos).

(v) Si) # A C X es abierto cerrado y conexo, es decir, A € (T NCr) y conexo,
entonces A es una c.c. de (X, 7) (la otra implicacién no es cierta en general,
en concreto que A sea abierto).

(vi) Si{Ai}tier C T, A; conexo Vi € I, es una particion de X | es decir, |J A; = X
iel

vy AiNA; =0 Vi# j, entonces {A;}ier son las c.c. de (X, 7T) (de nuevo la

otra implicacién no es cierta ya que no siempre la particion tiene que ser por

abiertos).
Demostracion.

(i) Trivial, porque la unién de conexos con interseccién no vacia es conexa.

(ii) Como z € C(x) = |J C(z) = X. Veamos ahora la segunda parte. Para ello
zeX
supongamos que tenemos dos componentes conexas de forma que C(z)NC(y) #

0, tendré que ver que entonces C(x) = C(y). Como la interseccién es no vacia
tengo que z,y,€ C(x) UC(y) y es conexo por lo que C(z) UC(y) C C(x) y
también C(x) UC(y) C C(y) por lo que C(z) UC(y) C C(x) NC(y) y por tanto
C(z) =C(y).

(iii) Trivial.

(iv) Sea x € X y queremos ver que C es cerrado, es decir, que coincide con su

adherencia. Para ello sabemos que C(z) es conexo y ademéds = € C(x) por lo
que C(z) C C(x) y como la otra inclusion se da siempre ya lo tenemos probado.

(v) Sea x € A, tendremos que ver que A = C(x). Sea B C X conexo con A C B.
Si esto implica que A = B entonces tendré que A es una componente conexa
(va que no hay ningin conexo mas grande). Para ello tenemos que

AeT,ACB = AeTls

B conexo o .
AcCr,ACB = AecﬂB} = A=loA=5

Como A # () tenemos lo buscado.
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(vi) Su demostracién se deja como ejercicio para el lector.

Observacion.

¢) La relacién en R dada por xRy <= JA C X conexo con {z,y} C A es de
equivalencia. Las clases de equivalencia de R son las c.c. de (X, 7).

e) Si (X,7) tiene una cantidad finita de c.c, A;,..., A,, entonces A, € T Vk €
1,...n ya que tenemos

4= X\ ((j Aj)
j#i

Y como A; € Cr y la unién finita de cerrados es cerrada, tendriamos que

A, eT.

Ejemplo.
o) (X, Tasc) las c.c. son {{z} : x € X} (abierto, cerrado, conexo y no vacio).
o) Siz; <zy<...<z, €R lasc.c. de (R\ {x1,22,...,2,},Ty) son
{(=00,21), (p, +o0)} U{(zs,2; + 1) : 1 =1,2,...,n — 1}
En particular, las c.c. de R\ {0} son {(—o0,0), (0, +00)}.
o) Las c.c. de (R\ Z,T,) son {(m,m+1) : m € Z}.
e) Lasc.c.de (R\{Yn:n € N}, T,) son {(—00,0], (1, +00)}U{(-%5,2) : n e N} y

n+l’n
(—00,0] ¢ T, (ejemplo de que puede haber componentes conexas no abiertas).

e) Las c.c. de (Q,7,) son {{q} : ¢ € Q} y ninguna es abierta.

e) En (R?,7,) y consideramos X = |J {(0,0), (1,2)}. X es conexo por ser unién
neN

de conexos y cuya interseccién es el punto (0, 0) por lo que no es vacia. Ademsés,
X = X UJ(0,0),(1,0)] =Y = X U{1,0} es conexo por estar en la adherencia
y contener a X. Sin embargo, si consideramos Y \ {(0,0)} no es conexo y sus
c.c. son { ((0,0), (1,1)] : n e N} U{1,0}.

0

Teorema 3.9. Sea f: (X,7T) — (Y,7’) una aplicacién continua, z € X y sea C(z)
la c.c. de X que contiene a x y C'(f(z)) ala c.c. de Y que contiene a f(x). Entonces
f(C(x)) € C'(f(x)).

Si ademds f es un homeomorfismo, entonces f define una biyeccién entre las c.c. de
(X,T)y (VST y flew : (C(x), Tle@)) — (C'(f(x)), T'|e/(f(2))) € un homeomorfis-

mo.
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Demostracion. Empecemos probando que f(C(z)) C C'(f(x)). Sabemos que f es
continua y C(z) es conexo luego f(C(x)) es conexo y ademés f(z) € f(C(x)) por lo
que tenemos que f(C(z)) C C'(f(x)).

Veamos la segunda parte. Como sabemos que f es un homeomorfismo sabemos que
f~! es continua y por tanto f~(C’(f(x))) C C(z). Si ahora aplicamos f obtenemos

C'(f(z)) C f(C(x)) = f(C(x)) =C'(f(x)) por lo que
fle@) : C(x) — C'(f(x)) es un homeomorfismo Vr € X

Corolario 3.9.1. El ntmero de c.c. de un e.t. es un invariante topoldgico.

Ejemplo.

o) [0,1] x {0,1} 2 [0,1] x {0,1,2} (ya que tienen distinto nimero de c.c., el
primero tiene 2 y el segundo tiene 3).

o) [0,1]U{2} 22 [0,1] U [2,3] (ya que si fuesen homeomorfos, al restringir a una
componente conexa tendria que tener un homeomorfismo sobre las componen-
tes conexas y al restringir la c.c. a {2} tendria que ser homeomorfo a alguna
de las c.c. pero como solo tiene un punto no se da).

o) (Rx{0HU{0} xR)2Z (Rx{0})U({0} xRY) (ya que si lo fueran le podria
quitar el origen al primer espacio y me quedarian 4 c.c. pero de ninguna forma
quitandole un punto al segundo espacio se pueden obtener 4 c.c).

Proposicién 3.10. Sean (X,7T), (Y,7') et., x € X, y € Y, entonces C((z,y)) =
C(z) x C(y).

Demostracion. Veamoslo por doble inclusion:

C ) Sabemos que la proyeccién py : X X Y — X es continua por lo que por el
teorema anterior sabemos que px(C((x,y))) C C(z). Si lo repetimos para py
obtenemos que py (C((x,y))) C C'(y) y por tanto C((x,y)) C C(x) x C(y).

D ) Como C(x) y C(y) son conexos tenemos que C(z) x C(y) es conexo luego C(z) x

C(y) C C((z,y)).
O

3.1.3. Conexion por arcos

Definicién 3.3. Sea (X,7) un e.t.

¢) Un camino o arco en (X,7) es una aplicacién continua
Q ([07 1]77—u|[0,1]> — (X7 T)

A los puntos «(0) y a(l) se les llama extremo inicial y extremo final
respectivamente y decimos que o conecta a(0) y a(1).
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e) Se dice que (X,7T) es conexo por arcos, cConexo por caminos o arcoco-
nexo (a.c.) si Va,y € X, existe un arco « en X que conecta z e y.

e) Sea A C X un subconjunto, se dice que es conexo por arcos o arcoconexo
(a.c.) si (A, T|a) es a.c.

Intuitivamente podemos entender la arcoconexién como que existe una linea (camino
o0 arco) que une cualesquiera dos puntos de un conjunto y que no se sale del conjunto.

Proposicién 3.11.
e) (X,7)ac. = (X,T) conexo.
o) Sif:(X,T)— (Y,T") continua y (X, 7T) a.c. = (f(X),T"|sx)) es a.c.
e) La arcoconexién es un invariante topoldgico.

e) La unién de a.c. que intersecan a uno dado es a.c. (lema del peine para arco-
conexion).

o) (X xY, T xT")ac <= (X,T),(Y,T') son a.c.

Demostracion. La demostracién de esta proposicion no se dara en el temario por
falta de tiempo. [gualmente la demostracion es muy parecida a las vistas en conexion.
O

Ejemplo.

o) R" R*"\{zy,...,xp} sin>2,S" S"\ {x1,...,zx} si k > 2y los conjuntos
estrellados en R" son a.c.

) Y ={(0,y):ye[-1,1]}U{(z,sen (1)) : 2 € (0,1]} es conexo pero no es a.c.

O

3.2. Compacidad

Definicién 3.4. Sean X # () un conjunto y S C X un subconjunto. Se llama
recubrimiento de S es una familia A = {U;};c; de subconjuntos de X tal que

Scyu.
iel
Un subrecubrimiento A’ de A es un recubrimiento de S con A’ C A.

Observacion. Un recubrimiento de X cumple que X = (J U;.
i€l
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Definicién 3.5. Un e.t. (X, 7) es compacto si todo recubrimiento de X por abier-
tos admite un subrecubrimiento finito, es decir,

sitA={U}lierconU; €T, Viely UUi:X

i€l

n
entonces 3iq,...,i9, €l con X =U;, U---UU; = UUij
j=1

Ejemplo.

o) Si (X,7T)esunet.y T esfinito, entonces es compacto. Por ejemplo, (X, 7;)
es compacto.

o) (X, Taisc) es compacto <= X es finito.

Demostracion.

= ) Supongamos que X es infinito. Entonces puedo considerar 4 = {{z} : z €
X} recubrimiento de abiertos de X que no admite un subrecubrimiento
finito.

< ) Es un caso particular del ejemplo anterior.

o) (X,Tcr) es compacto.

Demostracion. Sea {U,};er recubrimiento por abiertos de X = U; € Top Vi €
Iy JU;=X.Seaig € lconU;, # 0= X\U;, ={x1,...,2,} = Fir,...,0, €

el
]COIll’jEUij \Vljzl,,ni UUij:UiOUUilu"'UUin:X-
=0

e) (R, 7,) no es compacto.

Demostracion. R = |J (—n,n) que es un recubrimiento por abiertos que no
neN
admite un subrecubrimiento finito.

O

Definicién 3.6. Sea (X,7) un e.t. y S C X. Decimos que S es compacto en
(X, T)si(S,Tl|s) es compacto.

O

Proposicién 3.12. Sea (X,7T) un e.t. y S C X. Equivalen:
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(i) S es compacto.

(ii) Todo recubrimiento de S por abiertos de (X, 7T) admite un subrecubrimiento
finito.

Demostracion.

(i)=(ii) ) Sea {U,}ier un recubrimiento de S por abiertos de (X,T), es decir, U; €
T Viel,SCc U, ={U;nNS}icrconU;NS €Tlg Viel ComoScC U

iel i€l
este conjunto sera S y por tanto sera un recubrimiento de S por abiertos de

n
Tls. Como S es compacto, entonces Jiy,...,i, € I con J(U;; NS) =S =
j=1

U Ui, D S = {Uj,}j=1....n s un recubrimiento de S por abiertos de (X, 7).
j=1

(ii)=() ) Sea {U/}ie; un recubrimiento de S por abiertos de Ts. Como U! € Tl|s =
Ul = U;NS con U; € T. Entonces {U, };cr es un recubrimiento de S por abiertos
n n

de 7. Por (ii) tengo que Jiy,...,i, € fcon SC J Uy, = 5= J(U;NS) =
=1 j

=1

n
U u.
=1

Ejemplo.
o) Si (X,7T)et., {zp}neny C X con {x,} — z. Entonces S = {z, : n € N} U {x}

es compacto.

Demostracion. Sea {U;}ie; recubrimiento de S por abiertos de 7. Sabemos
que S C Uiel Uy, Ui € T. Sea ig € I con x € U, entonces, como la sucesién
es convergente tenemos que Iny € N con z,, € U;, Vn > ny. Ahora, para cada
n=1,...,ng consideramos i,, € [ con x, € U; y entonces S C UZOZO Us,.

O

e) (0,1) C (R, 7,) no es compacto ya que puedo escribir

=Y (4)-U )

neN neN

que son recubrimientos abiertos que no admiten un subrecubrimiento finito.

e) Q C (R,7,) no es compacto ya que

Qc U(—n,n)

neN

Proposicién 3.13.

(i) Si (X,7T) es compacto y S C X es cerrado, entonces S es compacto.
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(i) Si (X,T)es (T2) y S C X es compacto, entonces S es cerrado.
Demostracion.

(i) Sea S € Cr. Sea {U,}ic; un recubrimiento de S por abiertos de T, es decir,
U eT VielySclJU. Como X\ S eT,entonces {X \ S} U{U,}icr es

i€l
un recubrimiento de X por abiertos de 7. Como (X, T) es compacto, entonces

n n

existen i1,...,i, € I con (U Uij> U(X\S) =S5 Entonces S C |J Uj, por
J=1 J=1

lo que S es compacto.

(i) Si S € {0, X}, entonces S € Cr y lo tenemos. Supongamos entonces que S ¢
{0, X} y queremos ver que X\S € T.Seaz € X\S y veamos que z € (X\95)°.
Siy e S, como (X, T) es T2, entonces = # y y por tanto 3U, € T con y € U,
yx € (X\Uy)°. Esclaro que S C |J U, y como S es compacto puedo extraer

yes

un subrecubrimiento finito, es decir, 3yi,...,y, € S con S C | Uy,. Sea
j=1
U= {J(X\Uy,)°, sabemos que z € U y ademas (X \U,,)° €T Vjel,...,n
j=1

Podemos escribir U = (X \U,,)=X\UU, c X\ UU, CcX\S.
j=1 j=1 j=1
g

Corolario 3.13.1. Si (X, 7T) es metrizable, entonces todo compacto en (X,7) es
cerrado y acotado.

Demostracion. Supongamos que d es la distancia en X con 7 = Ty y sea S C X
compacto.

Empecemos viendo que S estd acotado. Seap € X = S C | B(p,n) = X y
neN
ademds B(p,n) € T para todo n € N. Como S es compacto Inq,...,n; € N con

S c U B(p,n;) = B(p,max{n,...,ng}) y por tanto el compacto esta en una bola
j=1
y entonces S acotado.
Como (X, 7T) es metrizable, en particular es T2 y como S es compacto, entonces S
cerrado.
]

Teorema 3.14. (Teorema de Heine-Borel) Todo intervalo cerrado y acotado en
(R,7,) es compacto.

Demostracion. Sea [a,b] con a < by queremos ver que es compacto. Consideramos
{Ui}ier un recubrimiento de [a, b] por abiertos de 7,. Tendremos que ver que dicho
recubrimiento admite un subrecubrimiento finito.

Consideramos el siguiente conjunto:

L={zeab:3IneNIi,. ... i, tal que [a,2] C | J U}

J=1

80



Topologia I 3. Conexién y Compacidad

Tendremos que ver que b € L ya que al probarlo tendremos que existe una cantidad
finita tal que el intervalo [a, b] esta contenido en el recubrimiento finito.

Six € L = [a,z] C L por tanto probar que [a,b] € L serd equivalente a ver que
b € L. Utilizaremos un argumento de conexién. Si conseguimos probar lo siguiente:

(i)
(i)
(iii)

L40.
LE%’[a’b].

Le C’fu\[a,b]

Entonces, como [a.b] es conexo, tendremos que L = [a,b]. Vedmoslo:

(i)
(i)

(iii)

Como a € L tenemos que L # ().

Veamos que L es abierto en [a,b]. Para ello consideramos x € L y veremos
que hay un entorno de dicho punto que sigue dentro de L, es decir, que z es
n

interior de L. Como x € L sabemos que Jiy,...,i, con [a,z] C |J U, € T
=1
y por tanto es entorno de todos sus puntos. En particular serd entorno de
n

z y entonces Je > O con (z —e,x+¢) C YUy, = [a,z+E] € UU,
=1 =1

y entonces tenemos [z — $, 2+ 5] C Ly entonces © € L° en [a,b] y ya lo
tenemos probado.

Veamos que L es cerrado en [a, b]. Sea = € =T y queremos ver que x € L

para ver que L coincide con su adherencia y por tanto es cerrado. Como |a, b]
es 2AN; entonces Iz, }peny C L con {z,} — z.

Sabemos que z € [a,b] C |J U; por lo que Jig € [ conz € U, € T, = Je > 0
icl
tal que (x—e, z+¢) C Uy,. Como {x,} — x tenemos que Ing € N con z,, € (xr—
e,x+¢) C U, Vn>=ng Ademds, como ng € L, entonces Ing,...,nx € I con
k k
[a, 2n,] € |J Un,. Entonces puedo escribir [a,x] = [a, 2p,] U [Zng, 2] C J Un,
j=1 =0
k
y ademds [y, x| C Uy, [a,7,,) C |J Uy, por tanto x € L.

7j=1

Aplicando lo sabido para conexién tenemos que L = [a, b].

O

Corolario 3.14.1. En (R,7,), un subconjunto S C R es compacto si y solo si es
cerrado y acotado.

Demostracion.

=)

<)

Esto es cierto para todo espacio métrico.

Supongamos que S C R es cerrado y acotado. Como S es acotado, da < b
con S C [a,b] y por el Teorema de Heine-Borel [a, b] es compacto. Como S es
cerrado y esta dentro de un compacto, S es compacto.

O
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3.2.1. Propiedades de los compactos

Proposicién 3.15. Sea (X,7) un e.t., entonces equivalen:

(i) (X,7T) es compacto.
(ii) Si {Ci}ier CCrcon Ci =0 = Fiy,...,i, € I tal que [ C;, = 0.
i€l j=1
(iii) Si B es base de T, entonces de cada recubrimiento por abiertos béasicos se
puede extraer un subrecubrimiento finito.
Demostracion.
(i) <= (ii) ) Trivial.
(i)=(iii) ) Trivial.
(iii)=(1) ) Sea {U;}ic; un recubrimiento de X por abiertos de 7, A = {B € B : Ji €
I con B C U;}. Como B es base, A es un recubrimiento por abiertos basicos

de X. Por (iii) tenemos que 3By,...,B, € Acon |J B; = X, pero |J B; C

J=1 J=1

n
U Ui, = X y tenemos lo buscado.
j=1

O

Lema 3.16. (Lema de la subbase de Alexander)Sea (X, 7) un e.t, entonces (X, 7T)
compacto si y solo si de toda subbase S de T, entonces de cada recubrimiento por
abiertos bésicos de la topologia generada por S, T(S) = T (B(S)), se puede extraer
un subrecubrimiento finito.

0

Proposicién 3.17. Si (X, T) es compactoy f: (X,T) — (Y,T’) es continua, en-
tonces f(X) es compacto en (Y,7T’). En particular, la compacidad es un invariante
topoldgico.

Demostracion. Sea {U!};c; un recubrimiento de f(X) por compactos de 7', f(X) C
U U!. Consideramos {f~(U!)};cr. Tenemos

i€l
Urtwy=r" (U UZ) O X)) =X
iel iel

Como X es compacto tenemos que Jiq,...,%, € I con

n n

X=Jr'wy=rx)=r (U fl(U£j>> = wy) < Uuy

j=1 j=1
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Ejemplo.
o) S!' C R? es compacto. Lo podemos ver considerando la funcién f dada por
£ (017 - (81.72)
x +— (cos(2mx), sen(2mz))

que es claramente continua y ademés f([0,1]) = S*.

¢) La compacidad no es una propiedad hereditaria. Para verlo podemos considerar
en 7, el intervalo [0, 2] que es compacto, mientras que |1, 1/2[ no lo es.

0

Lema 3.18. (Lema del tubo) Sean (X, 7T), (Y,7") e.t. con (Y,7") compacto y sea
W eT xT con{x} xY C W para algin = € X. Entonces 3U € T conx € U y
UxY CW.

0

Teorema 3.19. (Teorema de Tychonoff) Sean (X, T), (Y, 7’) e.t., entonces (X xY)
compacto <= (X,7T)y (Y,T') son compactos.

Demostracion.
=) Trivial porque las proyecciones son continuas.

<) Vamos a aplicar el lema del tubo. Sea {W, };c; un recubrimiento de X x Y por

abiertos de 7 x T’ entonces {z} x Y C X xY =W, Ve X.

iel
]
Corolario 3.19.1. El teorema anterior se puede generalizar para cualquier producto

(X1 XX X, Ty X -+ xT,) conn > 2 que serd compacto si y solo si (X;,T;) es
compacto para cada i € 1,...,n.

0

Teorema 3.20. (Teorema de Heine-Borel generalizado) Un subespacio de (R",T,,)
es compacto si y solo si es cerrado y acotado.

Demostracion.
=) Es corolario de un resultado anterior.

< ) Sea S C R" cerrado y acotado. Como S es acotado esta contenido en una bola
y en particular considerando la norma infinito tenemos que Jr > 0 tal que
S C [-r,r] x -+« x [=r,r]. Por el teorema de Heine-Borel sabemos que cada
[—r, 7] es compacto y por Tijonoff sabemos que el producto de compactos es
compacto. Tenemos que S es acotado y estd contenido en un compacto luego
S es compacto.

O
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Observacion. No es cierto en todo espacio métrico. Por ejemplo, si consideramos
(R, Taisc) que es un espacio métrico y tomamos E(O,Z) que es cerrado y acotado
pero B(0,2) = R (recordemos que la distancia discreta es siempre menor que 2) y
R no es compacto.

O
Ejemplo. Considerando en cada caso 7T,
o) S" es compacto y T = S! x S! compacto (por ser un invariante topolégico).
¢) R™ no es compacto por lo que S' x R tampoco lo es.
]

Corolario 3.20.1. Si (X,7) es compacto y f : (X,T) — (R,7,) es continua,
entonces f es acotada y alcanza su maximo y su minimo.

Demostracion. Comencemos viendo que f es acotada. Tendremos dos formas de
hacerlo:

1: Como f es continua y X es compacto tenemos que f(X) C R es compacto
y por el teorema de Heine-Borel generalizado tenemos que f(X) es cerrado y
acotado en R.

2: {f7'((-=n,n)) : n € N} es un recubrimiento por abiertos de X y como X
es compacto existe un subrecubrimiento finito. Entonces Ing € N tal que
X = f~((—ng,n0)) = f(X) C (—no,no) luego f acotado.

Veamos que alcanza su maximo y su minimo. Para ello tendremos que ver que el
supremo y el infimo del conjunto f(X) estd contenido en f(X) pero como f(X) es
cerrado esto se tiene.

O

Corolario 3.20.2. Si f : [a,b] — R es continua, entonces f es constante o f([a, b])
es un intervalo cerrado y acotado.

0

Proposicién 3.21. (Lema de la aplicacién cerrada) Si (X, 7T) es compacto, (Y, T")
es T2y f:(X,T)— (Y, T') es continua, entonces f es cerrada.

Demostracion. Para ver que f es cerrada tendremos que ver que la imagen de un
cerrado es cerrada. Sea C € Cy y como X es compacto, entonces C' es compacto
(un cerrado en un compacto es un compacto). Como f es continua tenemos que
f(C) C Y es compacto y como Y es T2, entonces f(C) es cerrado (ya que un
compacto en un T2 es cerrado) y tenemos lo que buscdbamos.

O

Corolario 3.21.1. Si (X, T) es compacto, (Y,T")es T2y f: (X, T) = (Y,T') es
continua, entonces

e) Si f es inyectiva = f es un embebimiento.

84



Topologia I 3. Conexién y Compacidad

e) Si f es sobreyectiva = f es una identificacion.

e) Si f es biyectiva = es un homeomorfismo.
]

Ejemplo. Toda funcién continua y mondtona f : [a,b] = R tiene inversa continua

f71: flla, b)) = [e.d] = [a,b].
O

3.2.2. Compacidad en espacios métricos

Definicién 3.7. Un e.t. (X, 7) se dice

e) Compacto por punto limite si todo subconjunto infinito de X tiene un
punto de acumulacion, es decir, si A C X infinito, entonces Jxg € X con

AN (N {zo}) £0, YN € N,

¢) Compacto por sucesiones o secuencialmente compacto si toda sucesién
en X tiene una parcial convergente.

O

En general compacidad y compacidad por sucesiones implica compacto por punto
limite, pero compacto y compacto por sucesiones no son propiedades comparables
(va que hay espacios que son una pero no la otra). Poco a poco se ird viendo la
relacién entre estos conceptos.

Proposicién 3.22. (Bolzano-Weierstrass) Todo e.t. compacto es compacto por pun-
to limite.

Demostracion. Sea (X,7T) un e.t. compacto, A C X infinito y veamos que A tiene
puntos de acumulacion por reduccién al absurdo. Para ello supongamos que A no
tiene puntos de acumulacion. En dicho caso tendremos que Vx € X, entonces AU, €
T conzeU,y AN (U, \ {z}) = 0. Como esto ocurre para cada = € X por lo

que puedo escribir X = (J U, y como X es compacto, admite un subrecubrimiento
reX

n
finito, luego 3xy,...,7, C X con X = |J U,,. Tenemos
j=1

n

A=ANX=AnN <U> O (ANU,,) C{x1,..., 20}

j=1
y llegamos a contradiccién ya que el conjunto A es infinto.
Teorema 3.23. Si (X, d) es un espacio métrico, entonces equivalen:
(i) (X,d) es compacto.
(ii) (X,d) es compacto por punto limite.
(iii) (X,d) es compacto por sucesiones.
)

(iv) (Numerablemente compacto) Todo recubrimiento numerable por abiertos
de X admite un subrecubrimiento finito.
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